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Esercizio 1
1) Sul proiettile agiscono la forza di gravità  e la reazione  del piatto sul proiettile, mentre sul piatto agiscono la reazione  del proiettile sul piatto, la forza di gravità e la forza elastica .  Le equazioni del moto per il proiettile ed il piatto sono quindi:

								   (1)

Siccome fino a quando il proiettile non viene sparato il piatto ed il proiettile si muovono insieme le accelerazioni e coincidono, per cui possiamo scrivere . Ricavando poi dalla prima delle (1) e sostituendo si ha:

	 				   (2)

Si ottiene quindi:

	  											   (3)

2) Il proiettile è appoggiato sul piatto, per cui se ne distacca quando la molla ritorna nella sua posizione di riposo, ovvero per : si noti infatti dalla (3) che questa condizione corrisponde all’annullarsi della  reazione del piatto sul proiettile. 
Il sistema è conservativo, per cui possiamo applicare la conservazione dell’energia fra l’istante iniziale in cui la molla è compressa e quello finale in cui il proiettile viene lanciato verso l’alto. Inizialmente il proiettile ed il piatto sono fermi, per cui l’energia cinetica iniziale  è nulla. L’energia potenziale iniziale si compone di due termini: l’energia elastica della molla con compressione  e quella gravitazionale del proiettile e del piatto, che si trovano a quota . Scegliendo lo zero dell’energia potenziale in  si ha: 

	 				   (4)

Nell’istante finale il piatto ed il proiettile hanno la stessa velocità, che indichiamo con , la molla è tornata nella posizione di riposo per cui la sua energia elastica è nulla, mentre il piatto ed il proiettile si trovano a quota , cioè nel punto scelto come zero dell’energia potenziale. L’espressione dell’energia finale è quindi:

	 							 	   (5)

Eguagliando la (4) e la (5) si ottiene: 

	    			   (6)

Semplificando i fattori comuni si ottiene infine:

											   (7)

Il proiettile raggiunge la massima altezza  quando la sua energia è diventata esclusivamente energia potenziale, per cui:

	     					  		   (8)

Il proiettile si solleva quindi di  rispetto alla posizione di riposo della molla. 

3) Poiché è una quantità definita positiva, la formula (7) ha senso solo se anche il secondo membro è positivo, ovvero se:

	  								   (9)

Essendo  per definizione la parentesi tonda deve essere a sua volta positiva, per cui:

										 (10)

4) In questa risposta useremo il simbolo “ ” per indicare le quantità cinematiche che vengono calcolate utilizzando la nuova forma della forza della molla. Nelle formule (1) e (2) la forza elastica viene esplicitata, ma non è mai alterata da manipolazioni algebriche, per cui il valore della reazione del piatto in presenza della forza della molla modificata si ottiene immediatamente rimpiazzando  con . Dunque:

	  										 (11)

Per rispondere nuovamente alla domanda 2) bisogna osservare che in presenza del termine l’energia potenziale della molla viene modificata. Poiché per definizione la differenza di energia potenziale associata ad una forza conservativa è l’opposto del lavoro della forza stessa, è necessario aggiungere un termine additivo  dato da:

			 (12)

Ripetendo il ragionamento che ha condotto alle formule (4) - (8) con la nuova energia potenziale otteniamo: 

	 				   				 (13)

	    	 (14)

L’altezza finale raggiunta è quindi:

	     					  		   		 (15)

Esercizio 2
1) Il cilindro parte con velocità iniziale nulla, per cui l’equazione del moto del suo centro di massa è:

	  									 (16)

dove è la reazione normale dello scivolo. Poiché il moto avviene solo lungo l’asse , la somma delle forze lungo  deve essere nulla, per cui:

		  									 (17)

mentre la componente  della forza peso continua ad agire; dunque:

	 				 			 (18)

Il moto del centro di massa è quindi uniformemente accelerato e si svolge per un tempo  tale per cui:

	 							 (19)

La velocità è quindi:

		   								 (20)

Poiché sul cilindro non agiscono momenti esterni e la velocità angolare iniziale del cilindro è nulla, essa rimane nulla ed il moto è puramente traslatorio.
2) Durante la fase di transiente prima dell’instaurarsi del puro rotolamento le equazioni cardinali per il cilindro sono:

								            (21a)
	   					            (21b)

Per quanto riguarda la (21b) possiamo notare che sia che passano per il centro di massa, per cui hanno momento nullo rispetto ad esso e l’unica forza con momento non nullo è quella di attrito dinamico. Poiché la velocità del cilindro è diretta lungo , la forza di attrito dinamico è rivolta come ; ricordando la condizione (17) (ancora valida) e le formule del momento di inerzia del cilindro rispetto all’asse baricentrale e dell’attrito dinamico otteniamo:

	 						 (22)

da cui:

				            (23a)
	                 (23b)

Dalla seconda delle (23) si ricava:

	  						 (24)

Dopo un intervallo di tempo  a partire dall’istante in cui il cilindro ha imboccato il tratto scabro (assunto da ora in poi come istante ) la velocità del centro di massa e la velocità angolare del cilindro  sono rispettivamente:

						            (25a)
						            (25b)   

La condizione di puro rotolamento si raggiunge quando: 

	 							 (26)

Esplicitando i termini presenti nella (26) si ottiene:

	 		 (27)

Eliminando il versore comune e raccogliendo i termini contenenti  si ricava:

				 	 (28)

Poiché  deve essere positivo la condizione per l’instaurarsi di un moto di puro rotolamento è

		  					 (29) 

Il moto del cilindro per  è di rototraslazione generica, con accelerazione angolare ed accelerazione del centro di massa costanti, come nelle formule (23) e (24). 
3) Le forze esterne agenti sul cilindro per  sono la forza peso , la reazione normale e la forza di attrito dinamico . Per calcolarne l’impulso applichiamo la definizione:

	   					   	 (30)

	   					   	 (31)

	   					   	 (32)

Notiamo dalla (28) che per : la forza di attrito dinamico si comporta quindi come una forza impulsiva, per cui rimane finito, mentre e tendono a zero (si noti peraltro che lungo l’asse l’impulso è sempre nullo perché la reazione normale compensa la componente della forza di gravità in direzione ortogonale al piano). Calcoliamo quindi il limite della (32) per : 

 (33)  

4) L’energia cinetica del cilindro nell’istante  in cui si raggiunge la condizione di puro rotolamento si calcola esplicitando la velocità del centro di massa  e la velocità angolare  (formule (25) e (26)):

				 (34)


In virtù della condizione di puro rotolamento (26) si può scrivere l’energia cinetica del cilindro nell’istante  nella forma:
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	 (35)

L’energia cinetica all’istante è puramente traslazionale, con velocità data dalla (20). Pertanto: 

							 (36)

	

	
  
		

	 
	

	   
