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Docente: Prof. Ciro Santus

Dip. di Ingegneria Civile e Industriale (DICI), primo piano 

Tel.: 050-2218007

email: ciro.santus@unipi.it

homepage: http://people.unipi.it/static/ciro.santus/Didattica.html 

Corso di

Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale (MCAS)

CLM Ing. Meccanica/Veicoli

Parte I

Introduzione alla teoria del metodo agli Elementi Finti per 

l’analisi strutturale
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CdL Magistrale Meccanica/Veicoli

Corso per Ing. Meccanica

Codice esame: 1114I – Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale

6 CFU, mutuato da:

Corso per Ing. dei Veicoli

Codice esame: 1111I – Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale e la 

Simulazione Dinamica, in due moduli:

6 CFU – Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale

6 CFU – Metodi Computazionali per l’Analisi Dinamica (Frendo)

Per Veicoli, registrazione unica da 12 CFU, media fra i voti dei due moduli, registrazione 

eseguita da Santus o da Frendo a seconda di quale modulo viene sostenuto per secondo

2

Questionario separato per i due moduli su Valutami:

https://esami.unipi.it/  
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CdL Magistrale Meccanica/Veicoli

Corso per Ing. Meccanica

Codice esame: 1114I – Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale

6 CFU, mutuato da:

Corso per Ing. dei Veicoli

Codice esame: 1111I – Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale e la 

Simulazione Dinamica, in due moduli:

6 CFU – Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale

6 CFU – Metodi Computazionali per l’Analisi Dinamica (Frendo)

3

Iscrizione all’esame:

L’appello scritto di MCAS non sarà presente fra i vari esami della sessione, sul 

sito esami.unipi.it, nonostante comparirà a calendario. Sarà necessario andare su 

“Prove in itinere” per iscriversi, questo per evitare la compilazione del 

questionario dell’altro modulo qualora non sia richiesto.

La prova in itinere non impone la compilazione del questionario. Tuttavia, è 

necessario inviare (per email) la ricevuta dell’avvenuta compilazione del 

questionario stesso, scaricabile in pdf. La prova in itinere non sarà presente per 

l’appello di Settembre, per cui sarà sufficiente un’email.

Infine, è poi necessario inviare le Slides del progettino prima dell’orale.
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CdL Magistrale Meccanica/Veicoli

Corso per Ing. Meccanica

Codice esame: 1114I – Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale

6 CFU, mutuato da:

Corso per Ing. dei Veicoli

Codice esame: 1111I – Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale e la 

Simulazione Dinamica, in due moduli:

6 CFU – Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale

6 CFU – Metodi Computazionali per l’Analisi Dinamica (Frendo)

4

Esempio ricevuta:
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Contenuti del corso

Lezioni

• Basi teoriche del Metodo agli Elementi Finiti (MEF) - Elementi Finiti (EF)

  Finite Element Method (FEM) - Finite Element (FE)

• Applicazione del MEF a problemi strutturali in campo elastico lineare

• Analisi critica dei risultati di un modello ad EF

• Criteri di modellazione di strutture con il MEF

Esercitazioni

• Uso del programma Ansys:

 - Ansys Parametric Design Language (APDL) - Ansys Classic

 - Ansys Workbench (ultimo mese di lezione)

• Esempi significativi di applicazione del metodo EF a problemi strutturali 

5
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Contenuti del corso

6

Compromesso fra:

• Teoria/Pratica – necessità di introdurre delle basi teoriche su EF, ma anche 

imparare un Sw commerciale usato in R&D dalle aziende

• Lezioni/Esercitazioni – opportunità di dare spazio all’uso autonomo del Sw 

sfruttando l’aula informatica, riuscendo a coprire tutti gli argomenti del corso

• Vecchio/Nuovo – utilità di introdurre APDL, per un controllo di basso livello 

ad esempio dei carichi e dei nodi, tuttavia necessario anche Workbench dato che 

è comunemente usato in R&D, ad ogni modo i comandi APDL possono essere 

recepiti da Workbench

NewOld
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Materiale didattico e modalità d’esame

Materiale didattico

• Le slides presentate in aula e le tracce delle esercitazioni svolte sono disponibili 

dal sito: http://people.unipi.it/static/ciro.santus/Didattica.html 

• Stesse slides rese disponibili su Teams del corso

• Libri eventualmente da consultare:
 - Madenci E., Guven I. “The Finite Element Method and Applications in Engineering Using 

ANSYS”, Springer 2015.

 - A. Gugliotta, A. Somà, N. Zampieri. ELEMENTI FINITI, Quine 2022.

• Tutorial disponibili in rete, es.:
https://confluence.cornell.edu/display/SIMULATION/ANSYS+Learning+Modules

• Sito di Ansys:
http://www.ansys.com

Esame: scritto + orale
• Aspetti numerico/teorici del metodo agli elementi finti (scritto)

• Strategia di modellazione per tipici elementi meccanici (scritto)

• Progettino Ansys da sviluppare autonomamente (da discutere all’orale)

7
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Dove posso trovare Ansys, oltre al centro di calcolo???

https://www.ansys.com/academic/students 

Iniziativa di Ansys per le università

8
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9

Ansys Free Student Product
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10

Ansys Free Student Product / Ansys Product
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Sistemi di equazioni differenziali 

alle derivate parziali

Meccanica dei solidi Elettromagnetismo

TermodinamicaFluidodinamica

Etc…
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Eq.ni di 

Navier-

Cauchy

11
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Soluzioni analitiche: solo in casi particolari, introducendo rilevanti 

semplificazioni (soluzioni assialsimmetriche, travi, piastre, gusci…)

12
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13

Soluzione teorica ovviamente NON 

disponibile! A causa dell’elevata 

complessità geometrica

Soluzioni analitiche: solo in casi particolari, introducendo rilevanti 

semplificazioni (soluzioni assialsimmetriche, travi, piastre, gusci…)
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Sviluppo di tecniche di soluzione approssimate

14

Soluzioni analitiche: solo in casi particolari, introducendo rilevanti 

semplificazioni (soluzioni assialsimmetriche, travi, piastre, gusci…)
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Metodi di soluzione approssimata:

• Elementi Finiti

• Differenze finite

• Elementi di contorno

• Metodi “mesh free”

• …

Il Metodo degli Elementi Finiti (MEF) è oggi di gran lunga il 

più diffuso, soprattutto grazie alla sua versatilità

15
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Idea centrale del MEF (e delle altre tecniche approssimate):

16
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Problema originale: determinare le f.ni incognite ux(x,y,z), uy(x,y,z), uz(x,y,z)
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Problema sostitutivo: determinare delle funzioni sostitutive che 

approssimano ux(x,y,z), uy(x,y,z), uz(x,y,z), con un errore accettabile ai fini 

pratici e siano relativamente facili da calcolare

17
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Idea centrale del MEF (e delle altre tecniche approssimate):

Problema originale: determinare le f.ni incognite ux(x,y,z), uy(x,y,z), uz(x,y,z)
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x

u(x)

Esempio di funzione approssimante

(problema monodimensionale)

18
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x

u(x)

F.ne sostitutiva u′(x) :

• espressione matematica semplice (es. spline lineare)

• nota ovunque una volta noto il valore di un n° finito di parametri

19

Esempio di funzione approssimante

(problema monodimensionale)
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x

u(x)

u′(x)

20

F.ne sostitutiva u′(x) :

• espressione matematica semplice (es. spline lineare)

• nota ovunque una volta noto il valore di un n° finito di parametri

Esempio di funzione approssimante

(problema monodimensionale)
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x

u(x)

21

F.ne sostitutiva u′(x) :

• espressione matematica semplice (es. spline lineare)

• nota ovunque una volta noto il valore di un n° finito di parametri

u′(x)

Esempio di funzione approssimante

(problema monodimensionale)
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x

u(x)

22

F.ne sostitutiva u′(x) :

• espressione matematica semplice (es. spline lineare)

• nota ovunque una volta noto il valore di un n° finito di parametri

u′(x)

Esempio di funzione approssimante

(problema monodimensionale)
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Osservazioni: 

• soluzione affetta da errori

• necessario verificare la convergenza

23

F.ne sostitutiva u′(x) :

• espressione matematica semplice (es. spline lineare)

• nota ovunque una volta noto il valore di un n° finito di parametri

x

u(x)

u′(x)

Esempio di funzione approssimante

(problema monodimensionale)
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Discretizzazione

Struttura

(b)

Modello (“mesh”)

24

(a)
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(b)

Struttura

25

Discretizzazione

(a)

Modello (“mesh”)

Nodo

Elemento
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midside node

corner node

Esempio di elemento piani con diverse disposizioni dei nodi

26

Elemento base Elemento di grado superiore

nodo (node)

elemento 

(element)
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1 2 3 54 6

7 8 9 1110 12

13 14 15 1716 18

j = n° di elemento

1 2 3 54 6 7

8 9 10 1211 13 14

15 16 17 1918 20 21

22 23 24 2625 27 28

i = n° di nodo

I nodi e gli elementi sono identificati da un numero univoco

27
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x

y

7

28

Gradi di libertà (g.d.l.)
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y

7

7′

N° g.d.l./nodo varia da 2 a 6 in funzione

del tipo di elemento (natura problema)

29

(g.d.l.)

x

Gradi di libertà (g.d.l.)
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y

7

7′

N° totale g.d.l. = N° g.d.l./nodo × N° nodi
In realtà, spesso, un modello è costituito da parti con tipi di elemento diversi

30

(g.d.l.)

N° g.d.l./nodo varia da 2 a 6 in funzione

del tipo di elemento (natura problema)x

Gradi di libertà (g.d.l.)
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e

e è il numero (nome) dell’elemento

Studio del comportamento meccanico del singolo elemento

Elemento piano per problemi 2D

31
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e

i

j

k

x

y

uxj

uyj

32

i, j, k sono i numeri (nomi) dei nodi connessi all’elemento e

uxj, uyj sono i 2 g.d.l. del nodo j

Studio del comportamento meccanico del singolo elemento

Elemento piano per problemi 2D
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(6x1)
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{Ue} è il vettore che contiene

tutti i 6 g.d.l. dell’elemento e

Studio del comportamento meccanico del singolo elemento

Elemento piano per problemi 2D
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x

y
pxi, pyi sono i carichi (forza / forza per unità di spessore)

che agiscono sul nodo i dell’elemento e

{Pe} è il vettore che contiene tutti i 6 carichi nodali

Studio del comportamento meccanico del singolo elemento

Elemento piano per problemi 2D
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   
6 1 6 6 6 1

e e eP K U =  

  

35

[Ke] è la matrice di rigidezza dell’elemento e

che mette in relazione (lineare) il vettore dei carichi nodali

con il vettore degli spostamenti nodali

Comportamento meccanico (lineare) del singolo elemento
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   
6 1 6 6 6 1

e e eP K U =  

  
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Comportamento meccanico (lineare) del singolo elemento
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pyi

pxi

uyj

37

F k x=

x
y

   e e e

e e e

m mn n

n

P K U

p k u

 =  

=

Elemento = molla "multidimensionale"
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Significato fisico dei termini della matrice di rigidezza, ke
mn

“cedimento” vincolare:
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uxj = 1

Esempio:
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i

j

k

e

“Spostamento esploratore unitario”,

analogo al “carico esploratore unitario”

uxj = 1

Significato fisico dei termini della matrice di rigidezza, ke
mn

“cedimento” vincolare:
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x
y
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uxj = 1

Significato fisico dei termini della matrice di rigidezza, ke
mn

“Cedimento” vincolare:



C
d

L
 M

a
g

is
tr

a
le

  
in

 I
n

g
e

g
n

e
ri

a
 M

e
c
c
a
n

ic
a
/

V
e
ic

o
li

Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale – Parte I

© Università di Pisa

Il termine ke
mn di [Ke] è pari alla reazione vincolare secondo il grado di libertà 

“m” (m = 1,…,6), se si applica un sistema di spostamenti nodali in cui tutte le 

componenti sono nulle tranne la “n-esima” che assume valore unitario 

41
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23 2 3 3Es. 2, 3: con 1 e 0e e e em n k p u u= = = = =
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Teorema di reciprocità (o teorema di Betti):
Il teorema di Betti afferma che dati due sistemi equilibrati di forze, il lavoro che le forze del primo sistema 

compiono sugli spostamenti causati dal secondo è uguale al lavoro che le forze del secondo sistema 

compiono sugli spostamenti prodotti dal primo.

i

j

k

e

j

k

ei

A B

[Ke] simmetrica
42

F 
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e e e e
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e e
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Valutazione di [Ke]

Tuttavia, in generale, questa procedura non è praticabile per un 

elemento di forma generica

i

j

k

e

x

y

1
si ottengono immediatamente le ke

mn

In casi semplici è possibile calcolare le 

reazioni vincolari in presenza di “cedimenti 

vincolari” dei nodi (Es. elementi trave)

43
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i

j

k

e

x

y ux

uy

P(x,y)

Spostamenti nei punti interni all’elemento – Funzioni di forma

 
( , )

( , )
( , )

2 1 2 6 6 1

x e e

y

u x y
N x y U

u x y

 
 =   

 

  

F.ni di forma (“shape functions”)

Problemi da affrontare:

- che forma matematica dare alle Ne(x,y) ?

- come determinare le Ne(x,y) ?

( )
6

1

( , ) ,e e

r rn n

n

u x y N x y u
=

=

La dipendenza fra lo spostamento di un p.to interno e gli spostamenti dei nodi è lineare 

(e si assume tale anche per simulazioni non lineari).

Ogni funzione di forma rappresenta il “peso” (dipendente dalla posizione all’interno 

dell’elemento) di ciascuna componente di spostamento nodale per determinare lo 

spostamento di P

44
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Spostamenti nei punti interni all’elemento – Funzioni di forma
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Punto P coincidente con un Nodo

Es. nodo j e spostamento x



C
d

L
 M

a
g

is
tr

a
le

  
in

 I
n

g
e

g
n

e
ri

a
 M

e
c
c
a
n

ic
a
/

V
e
ic

o
li

Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale – Parte I

© Università di Pisa

6

1 1 2 2

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ....

1, 2 ( , )

e e e e e e

r j j rn j j n r j j r j j

n

u x y N x y u N x y u N x y u

r r x y

=

= = + +

= =



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 12 13 14 15 16, , 0 , 0 , 0 , 0 ,1 0e e e e e e

i i i i i i i i i i i iN x y N x y N x y N x y N x y N x y= = = = = =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 12 13 14 15 16, 0 , 0 , , 0 , 0 ,1 0e e e e e e

j j j j j j j j j j j jN x y N x y N x y N x y N x y N x y= = = = = =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 12 13 14 15 16, 0 , 0 , 0 , 0 , ,1 0e e e e e e

k k k k k k k k k k k kN x y N x y N x y N x y N x y N x y= = = = = =

i

j

k

e

uxi

uyi
P(x,y)

uxj

uyj

P(x,y)

uxk

uyk

P(x,y)

47

 

1

2

3

4

5

6

xi

yi

xje

yj

xk

yk

uu

uu

uu
U

uu

uu

uu

  
  
  
     

= =   
   
   
   
      

Le componenti y di spostamento nodale non danno contributo sullo spost.to 

x del punto (e viceversa)
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( , ) ( , ) 01

e

i i

e

j j

e e

k k k k

N x y

N x y

N x y N x y

  =
 

= = 
 = = 

Riassumendo, per la prima riga:

21 22

21 22

21 22

23 24

23 24

23 24

25

25

( , ) 0 ( , )

( , ) 0 ( , ) 0

( , ) 0 ( , ) 0

( , ) 0 ( , ) 0

( , ) 0 ( , )

( , ) 0 (

1

, ) 0

( ,

( , )

1

) 0

e e

i i i i

e e

j j j j

e e

k k k k

e e

i i i i

e e

j j j j

e e

k k k k

e

i i

e

j j

N x y N x y

N x y N x y

N x y N x y

N x y N x y

N x y N x y

N x y N x y

N x y

N x y

 = =
 

= = 
 = = 

 = =
 

= = 
 = = 

= 26

26

25 26

( , ) 0

0 ( , ) 0

( , ) 0 ( , 1)

e

i i

e

j j

e e

k k k k

N x y

N x y

N x y N x y

  =
 

= = 
 = = 

Analogamente per la seconda riga:
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( , )e

lm lm lm lmN x y A B x C y= + +

11

11

11

( , ) 1

( , ) 0

( , ) 0

e

i i

e

j j

e

k k

N x y

N x y

N x y

 =


=
 =
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Nella versione più semplice si introduce 

una funzione di forma lineare:

Considerando, ad esempio, la prima componente (delle 

12 f.ni di forma) abbiamo 3 incognite e altrettante eq.ni 

in corrispondenza dei 3 nodi:

Si tratta quindi di risolvere 

un sistema lineare 3×3
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







=++

=++

=++

0

0

1

111111

111111

111111

kk

jj

ii

yCxBA

yCxBA

yCxBA
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( , )e

lm lm lm lmN x y A B x C y= + +

Piano passante da 0 su j-k e da 1 su i

Sistema di equazioni lineari 3×3 da 

risolvere nelle incognite A11, B11, C11

i

j

k

x

y

N11

1

0

0

Nella versione più semplice si introduce 

una funzione di forma lineare:
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i

j

k

x

y

N11

1

i

j

k

x

y

N13

1

i

j

k

x

y

N15

1
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Si applica la stessa forma lineare 

a tutte le componenti

11 11 11 11( , )eN x y A B x C y= + +

13 13 13 13( , )eN x y A B x C y= + +

15 15 15 15( , )eN x y A B x C y= + +
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







=++

=++

=++

0

0

1

111111

111111

111111

kk

jj

ii

yCxBA

yCxBA

yCxBA 11

11

11

1

0

0

1

1

1

i i

j j

k k

x y A

x y B

x y C

     
    

=    
         
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1

det 1

1

i i

j j

k k

x y

x y

x y

 
 

 =
 
  

11

11

11

det

1

det 1

1

1

0

0

1

0

0

1

0

0

1

det 1

1

i i

j j

j k k jk k

i

j

j kk

i

j

k jk

x y

x y

x y x yx y
A

y

y

y yy
B

x

x

x xx
C

 
 
 
  − = =

 

 
 
 
  − = =

 

 
 
 
  − = =

 

Metodo di Cramer
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12 12 12 12( , )eN x y A B x C y= + +

12

12

12

( , ) 0

( , ) 0

( , ) 0

e

i i

e

j j

e

k k

N x y

N x y

N x y

 =


=
 =

i

j

k

x

y

N12 0

0

0









=++

=++

=++

0

0

0

121212

121212

121212

kk

jj

ii

yCxBA

yCxBA

yCxBA









=

=

=

0

0

0

12

12

12

C

B

A
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Contributo nullo degli spostamenti nodali y sullo spostamento x 

del generico punto (e viceversa):
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11 22

13 24

15 26

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

e e

e e

e e

N x y N x y

N x y N x y

N x y N x y

 =


=
 =

54

Inoltre il contributo su x degli spostamenti nodali x è lo stesso del contributo su y degli 

spostamenti nodali y

Questo concetto può essere interpretato come isotropia

Essendo la f.ne di forma un piano che deve passare da 1,0,0, necessariamente è lo stesso:

i

j

k

x

y

1

i

j

k

x

y

1

11

eN 22

eN
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   
( , )

( , ) ( , )
( , )

2 1 2 1 2 6 6 1

x e e

y

u x y
u x y N x y U

u x y

x x x x

 
 = =   

 

( ) ( ) ( )11 13 15

22 11 24 13 26 15

( , )

, 0 , 0 , 0

0 0 0

e

e e e

e e e e e e

N x y

N x y N x y N x y

N N N N N N

  = 

 
 

= = = 

Matrice complessiva delle funzioni di forma:

55

In definitiva le componenti della matrice delle funzioni di forma 

non nulle sono 6 su 12 di cui distinte solo 3
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P
11 22

P P P

P

13 24

P P P

P
15 26

P P P

11 13 15

11 13 15

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

e e i

i j k

je e

i j k

e e k

i j k

e e e

x xi xj xk

e e e

y yi yj yk

A
N N

A A A

A
N N

A A A

A
N N

A A A

u x y N x y u N x y u N x y u

u x y N x y u N x y u N x y u

= =
+ +

= =
+ +

= =
+ +

= + +

= + +

i

k

j

N11 ~ AiP

N13 ~ AjP

N15 ~ AkP

P

Interpretazione geometrica:

Il peso di ciascuna funzione di forma, per la linearità, è proporzionale 

all’area del triangolo opposta al nodo corrispondente

56
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Calcolo delle deformazioni

Deformazioni

x
x

y

y

yx
xy

u

x

u

y

uu

y x







 
=


 
=


 
 = +

 

( )

( )
  ( ) 

0

,
0 ,

,

x

x

y

y

xy

x
u x y

L u x y
u x yy

y x







 
 
  

     
= =    

      
    

 
  
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Spostamenti

N.B.: L’operazione Matrice per Vettore è da intendersi come uno schema 

di collocazione dei simboli di derivata invece che un prodotto, che però 

segue le stesse regole del prodotto matricale
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    
2 1 2 6 6 1

( , ) ( , ) eu x y N x y U

  

=

        
3 1 3 6 6 1

e eL N U B U

  

= =

58

    

3 1 3 2 2 1

( , ) ( , )x y L u x y

  

=

Sostituzione delle f.ni di forma

Si applicano le derivate alle funzioni di forma:
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Contenuto matrice [B]

     11 13 15

11 13 15

0

0 0 0
0

0 0 0

x

N N N
B L N

N N Ny

y x

 
 
 
   

= =    
   

  
 
  

 

13 1511

13 1511

13 13 15 1511 11

0 0 0

0 0 0

N NN

x x x

N NN
B

y y y

N N N NN N

y x y x y x

  
 
   

  
=  

   
     
 
      
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yCxBAN 11111111 ++=

11
11

11
11

j k

k j

y yN
B

x

x xN
C

y

−
= =

 

−
= =

 

 
11 13 15

11 13 15

11 11 13 13 15 15

0 0 0

0 0 0

B B B

B C C C

C B C B C B

 
 

=
 
  
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Contenuto matrice [B]

Si ottiene:

N.B.: La matrice [B] in questo caso (elemento triangolare 2D) contiene solo costanti, 

dato che le f.ni di forma sono lineari. Tuttavia, nel caso in cui le f.ni di forma fossero 

di ordine superiore al primo la matrice [B] conterrebbe delle funzioni in (x,y)
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Relazioni costitutive

( )2 1

yx
x

y x
y

xy

xy

E E

E E

E




 


 



= −




= −

 +

=


Esempio 1: stato piano di Tensione – Plane Stress

(materiale lineare, elastico, omogeneo e isotropo)

    

     e

D

D B U

 



=

=

( ) 































−
−

=
















xy

y

x

xy

y

x
E




















2/100

01

01

1 2
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 
( )( )

( )

1 0

1 0
1 1 2

0 0 1 2 / 2

E
D

 

 
 



− 
 

 = − + −
 − 

( )2 1

yx z
x

y x z
y

xy

xy

E E E

E E E

E

 


  


 



= − −




= − −

 +

=

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Relazioni costitutive

Esempio 2: stato piano di Deformazione – Plane Strain

     eD B U =
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Valutazione di [Ke]

i

j

k

e

x
y

i

{Ue}

Principio dei Lavori Virtuali

   
T

est δ e eL U P=

Spost. virtuali Carichi effettivi

Carichi nodali veri × 

spost. nodali virtuali

Tensioni vere × 

deformazioni virtuali 

congruenti con quegli 

spostamenti virtuali 

63

est intL L=
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   
T

int δ d
V

L V =      

     
T TT

δ δ

δ δ

e

e

B U

U B





=

=

           
T T

int δ d δ
T Te e

V V

L U B V U B dV = = 

    D =
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   
T

int δ d
V

L V =      

     
T TT

δ δ

δ δ

e

e

B U

U B





=

=

                
T TT T

int δ d δ de e e e

V V

L U B D B U V U B D B V U= = 

      
T T

int δ de

V

L U B D V= 
    eB U =

65

           
T T

int δ d δ
T Te e

V V

L U B V U B dV = = 

    D =
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        
T T

int δ de e

V

L U B D B V U=    
T

est δ e eL U P=

            
T T T

δ δ de e e e

V

U P U B D B V U= 

        
T

de e

V

P B D B V U= 

   e e eP K U =  
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Affinché l’uguaglianza sia valida per 

qualunque spostamento virtuale:

Per definizione di 

matrice di rigidezza:
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Applicazione

e
    

T
de

V

K B D B V  =  

 
11 13 15

11 13 15

11 11 13 13 15 15

0 0 0

0 0 0

B B B

B C C C

C B C B C B

 
 

=
 
  

 
( )

2

1 0

1 0
1

0 0 1 / 2

E
D








 
 

=  −
 − 

         
T Te

V

K B D B dV B D B V  = =  
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In questo caso (f.ni di forma lineari e 

quindi [B] costante) si può isolare il 

volume e scrivere la matrice di rigidezza

Es.: Pl. Stress
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Unità di misura

Elemento Piano: in realtà il "volume" degli elementi piani sarebbe un area, 

coerentemente le forze sono per unità di lunghezza (profondità) e quindi la 

rigidezza è una forza per unità lunghezza al quadrato

     
TeK B D B V  = 

N mm-2mm-1 mm-1

mm2

N mm-2

2

22

1 N 1
mm

mm mm

N

mmmm
=
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Unità di misura

     
TeK B D B V  = 

N mm-2mm-1 mm-1

mm2

N mm-2

2

22

1 N 1
mm

mm mm

N

mmmm
=

     
TeK B D B V  = 

N mm-2mm-1 mm-1

mm3

N mm-1

3

2

1 N 1
mm

mm mm

N

mmmm
=

Elemento Piano:

Elemento Solido 3D:
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L’integrale è calcolato numericamente valutando la funzione in punti opportuni: 

punti di integrazione di Gauss (Gaussian integration points), e svolgendo una 

sommatoria con determinati pesi (formule di quadratura)

Calcolo della matrice [Ke] nel caso in cui le f.ni di forma 

siano non lineari → [B] non costante

Esempio 2D Esempio 3D

8
7

6
5

4
3

1
2

2

1

3

4

    
T

d ?e

V

K B D B V  = =  
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( ) ( )
1

0
1

d

x n

i i

ix

f x x W f x
=



L’integrazione secondo Gauss è molto efficiente

Esempio 1D

Integrale da 

calcolare

Peso

Valore della f.ne nel 

punto xi

n = 1

x0 = – 1 x1 = 1

f(x)

1 1

W1 = 2

0

1) Si definisce n

2) Esistono delle combinazioni xi 

- Wi per valutare in modo esatto 

l’integrale di un polinomio al più 

di grado 2n–1, ottenendo 

tendenzialmente un

errore limitato anche per f.ni non 

polinomiali ma con andamento 

simile
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W1 = 1

72

1

3
−

3

1

f(x)

x0 = – 1 x1 = 1

n = 2 W2 = 1

0

( ) ( )
1

0
1

d

x n

i i

ix

f x x W f x
=



L’integrazione secondo Gauss è molto efficiente

Esempio 1D

Peso

Valore della f.ne nel 

punto xi

1) Si definisce n

2) Esistono delle combinazioni xi 

- Wi per valutare in modo esatto 

l’integrale di un polinomio al più 

di grado 2n–1, ottenendo 

tendenzialmente un

errore limitato anche per f.ni non 

polinomiali ma con andamento 

simile

Integrale da 

calcolare
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W1 = 1

73

1

3
−

3

1

f(x)

x0 = – 1 x1 = 1

n = 2 W2 = 1

0

( ) ( )
1

0
1

d

x n

i i

ix

f x x W f x
=



L’integrazione secondo Gauss è molto efficiente

Esempio 1D

Peso

Valore della f.ne nel 

punto xi

Corollario: tutte le funzioni di 

grado minore o uguale a 2n-1, 

(ammesso che esistano) che 

passano per quei punti hanno 

tutte lo stesso integrale su quel 

dominio.
Ad esempio per n = 2, la retta costante 

che passa per 2 punti non esiste, se sono 

di altezza diversa, mentre la retta che 

congiunge i due punti avrà un valore di 

integrale che sarà lo stesso a tutte le 

quadratiche e le cubiche (infinite) che 

passano per quei due punti.

Integrale da 

calcolare
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N.ro punti di 

integrazione, n

Grado del 

polinomio, 

2n-1

Posizione dei punti di 

integrazione nell’ 

intervallo [-1, 1], xi

Pesi da applicare 

nella sommatoria, 

Wi

1 1 0 2

2 3
-1/√3 = -0.577350…

1/√3 = 0.577350…

1

1

3 5

-√(3/5) = -0.774596…

0

√(3/5) = 0.774596…

5/9 = 0.555555…

8/9 = 0.888888…

5/9 = 0.555555…

4 7 … …

( ) ( )
1

0
1

d

x n

i i

ix

f x x W f x
=



L’integrazione secondo Gauss è molto efficiente

Esempio 1D

Peso

Valore della f.ne nel 

punto xi

Integrale da 

calcolare
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https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_quadrature 
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Di fatto la parametrizzazione è inizialmente definita sul dominio “canonico”, 

su cui sono impostate le posizioni dei punti di Gauss. Quindi nell’integrazione 

compare il determinante della matrice di Jacobi (o Jacobiano) 

2

1

3

4

x

y

1 2

4 3

-1 1

-1

1

ξ

η

           

      

T T

T

1

d d

( , ) ( , ) ( , )

e

V V

n

i i i i i i i

i

K B D B V B D B J V

W B D B J     



=

    = = = 

 =

 



 J

 

dd
d d

dd
d d

yx

J
yx

 

 

 
 

=  
 
 

    
T

d ?e

V

K B D B V  = =  

dVdV 

Calcolo della matrice [Ke] nel caso in cui le f.ni di forma 

siano non lineari → [B] non costante
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Integrazione di Gauss, esempi 2D

1 2

4 3

-1 1

-1

1

ξ

η

-1 1

-1

1

ξ

η

1

1 1 11: 0, 0 4W = = → =
1 1 1

1 1 2

1 1 3

1 1 4

1: 1/ 3, 1/ 3 1

2 : 1/ 3, 1/ 3 1

3: 1/ 3, 1/ 3 1

4 : 1/ 3, 1/ 3 1

W

W

W

W

 

 

 

 

= − = − → =

= = − → =

= = → =

= − = → =

n = 1

n = 2
(essendo 2D il numero di 

p.ti di integrazione è 4)
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ANALISI DELL’INTERO MODELLO 

(invece che singolo elemento)

Congruenza [B]

Costitutive [D]

Equilibrio

Garantito per il singolo 

elemento (non ancora per 

l’intero modello)

78
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x

y

 

gdl

11

21

32

x

y

x

nyN

uu

uu

uu

U

uu

  
  
  
  
  
−−= =   

   −−
   

−−   
   
   

 

gdl

11

21

32

x

y

x

nyN

ff

ff

ff

F

ff

  
  
  
  
  
−−= =   

   −−
   

−−   
   
   

Vettori degli spostamenti e dei carichi 

esterni per l’intero modello

79

Vettore delle 

forze esterne

al modello su 

tutti i nodi

Vettore degli 

spostamenti 

di tutti i nodi 

del modello

1   2   3…

Esempio con elementi quadrilateri 

invece che triangolari
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 

gdl

1

2

54 27y

n

u

u

u uU

u

 
 
 
 −
 

==  
 −
 

− 
 
 

 

gdl

1

2

35 18x

n

f

f

f fF

f

 
 
 
 −
 

==  
 −
 

− 
 
 

80

27(i)

18(j)

31(k)

39 (e)

uy27

fx18

33(l)

Vettori degli spostamenti e dei 

carichi esterni per l’intero modello

Ad es.: lo spost. y del nodo i è il gdl 

54, perché è il nodo num. 27, mentre 

la forza x del nodo j è il gdl 35 

essendo il nodo 18

Considerato l’elemento singolarmente, la forza è 

relativa al gdl 3 e lo spost. si riferisce al gdl 2, quindi 

il relativo termine di rigidezza è 𝑘3,2
𝑒
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   
*

* * 35 3

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 ... ... 0 0 0 ... ... ... ... ...

( ) ... .

0

...

...

...

...

e e

e e
p p

P K U

 
 
 
 
 
 
 = 

 =  =  
 
 
 
 
 
 
  

.. 0 ( ) 0 ... ... ... ... ...

... ... 0 0 0 ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

 
 
 
 


 =







 

e* e

35,54 3,2k k

54 2

gdl gdl gdl gdl( 8 0) (di cui 64 0)

...

...

...

...

...

...

...

( )

...

...

1 1

e

dicui

u u

n n n n 

 
 
 
 
  
  
   
  
  
  
  

=  
  
  
   

  

   

1,1 1,2 1,3 1,4 1,8

2,1 2,2 2,3 2,4 2,8

3 3,1 3,3 3,4

... ... ...

... ... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ... ... ... ... ..

... ...

e e e e e

e e e e e

e e e e
xje e e

k k k k k

k k k k k

p p k k k
P K U

   
   
   
   

 =  = =    
   
   
   
   

e

3,2k

2

...

...

...

.... ...

...... ... ... ... ... ...

8 1 8 1 8 8 8 1

eu

   
   
   
   
   
   
   
   
    

   
27(i)

18(j)

31(k)

33(l)

uyi

pxj

Matrice di 

rigidezza del 

singolo 

elemento

81

Matrice di 

rigidezza 

“ESPANSA”

per il singolo 

elemento

Es.: elementi 

quadrilateri

39 (e)
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x

y

, e

xj xjf p

Forza esterna

Forza applicata nel 

nodo “j” 

all’elemento “e”

82

Forze sui nodi: Forze esterne / Forze da nodo a elem. adiacenti

Si considerano tutti e soli gli elementi che 

convergono al nodo considerato 

conteggiati come 1, …, ne

pe
xj sono le forze che il nodo esercita 

sull’elemento, es. in dir. x (vedi l’analisi 

del singolo elemento)

Per il principio di Az./Reaz. si 

conteggiano nell’eq. del nodo cambiate 

di segno

1

0
en

e

xj xj

e

f p
=

− =
pxj

e4

pxj
e1

pxj
e3

pxj
e2e1

e4

e3

e2

fj
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x

y

83

   
*

1

En
e

e

F P
=

=

Le equazioni di equilibrio per tutti i nodi si 

ottengono semplicemente sommando, su tutti 

gli elementi del modello: 1, …, nE, i vettori 

delle forze nodali espansi:

Le forze che agiscono su ciascun nodo 

per gli elementi connessi a quel nodo, 

si sommano, mentre gli altri elementi 

danno contributo nullo

Forze sui nodi: Forze esterne / Forze da nodo a elem. adiacenti

pxj
e4

pxj
e1

pxj
e3

pxj
e2e1

e4

e3

e2

fj
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   
* *

e eP K U =  

84

Si può introdurre le 

matrici di rigidezza 

“ESPANSE” per ciascun 

elemento, ottenendo a 

secondo membro la 

somma     
* *

1 1

N Nn n
e e

e e

F P K U
= =

 = =   

Si ottiene come matrice di rigidezza 

dell’intera struttura la somma delle 

matrici espanse di ciascun elemento

In definitiva si ottiene l’equazione di 

equilibrio:

 
*

1

En
e

e

K K
=

 =  

    F K U=

ngdl×1
ngdl×ngdl

ngdl×1
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    F K U=

Soluzione

     
1

U K F
−

=

 c.n.s.:det 0K 

85

Per una struttura non vincolata però: det. = 0
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 det 0K = Struttura labile

86

Anche se il carico non 

agisce secondo la 

labilità, oppure è auto-

equilibrato, la matrice 

di rigidezza è 

comunque singolareCompleta assenza di 

vincoli (caso attuale)

Struttura non 

completamente vincolata

Possibili esempi (strutture a trave):
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Vincoli

Vincolare = assegnare “a priori” il valore di una 

delle componenti di spostamento (g.d.l.)

gdl

gdl

gdl

gdl gdl
gdl gdl gdl gdl gdl

11 12 1 1
1 1

21 22 2 22 2

1 2 ,

1 2

m n

m n

m mm m m m mn

n n
n n n m n n

k k k kf u

k k k kf u

f uk k k k

f uk k k k

− − −    
    − − −    
    − −− − − − − − −    
 − −= − − − − − − −   
    − − −   
 − −  − − − − − − −   
 − − −    





ngdl×1 ngdl×ngdl ngdl×1

Es.:

um = 0
eventualmente 

anche un 

valore non 

nullo

87
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ngdl×1 ngdl×(ngdl – 1) (ngdl –1)×1

gdl

gdl

gdl

gdl gdl
gdl gdl gdl

11 12 1 1 1 1 1
1 1

21 22 2 1 2 1 22 2

*

, 1 2 , 1 , 1

1 2 1

m m n
m

m m nm

m

m m m m m m m m m mn

n n m
n n n m n

k k k k kf k

k k k k kf k

u

f k k k k k k

f k k k k k

− +

− +

− +

−

− −
   
    − −
   
   − − − − − − − − −
   
− −− = − − − − − − −   

    − −
   
− −    − − − − − − −

   
−    gdl

gdl gdl gdl

1

2

1

1

1

m

m

n
m n n

u

u

u

u

uk

−

+

+

   
   
   
   −
   
   
   
   
  − 
   
 −   

um= u*
m

fm

88

fm è la reazione vincolare,

non è nota, ed infatti diventa un’incognita
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gdl

gdl

gdl

gdl gdl

11 12 1 1 1 1 1
1 1

21 22 2 1 2 1 22 2

*
1 1, 1,1 1,2 1, 1 1, 1 1,

1 1, 1,1 1,2

m m n
m

m m nm

m m m m m m m m m m nm

m m m m m

n n m

k k k k k
f k

k k k k kf k

f k k k k k ku

f k k k

f k

− +

− +

− − − − − − − + −

+ + + +

− −
   
    − −
   
   − − − − − − − − −
   

− −− =   
   
   
− −   

   
   

gdl

gdl

gdl gdl gdl gdl gdl gdl

1

2

1

11, 1 1, 1 1,

1 2 1 1

m

mm m m m m n

n
n n n m n m n n

u

u

u

uk k k

u
k k k k k

−

++ − + + +

− +

 
  
  
  
 − 
    

   
 − −  
  − − − − − − − −   
   − −
 

Introduzione vincolo → riduzione di 1 del 

numero di incognite ed equazioni (ordine)

89

(ngdl –1×1) (ngdl –1)×(ngdl –1) (ngdl –1)×1

    F K U  =
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gdl

gdl

gdl

gdl

gdl gdl gdl gdl gdl gdl

11 12 1 1 1 1 1

21 22 2 1 2 1 2

1,1 1,2 1, 1 1, 1 1,

1,1 1,2 1, 1 1, 1 1,

1 2 1 1

[ ]

m m n

m m n

m m m m m m m n

m m m m m m m n

n n n m n m n n

k k k k k

k k k k k

k k k k kK

k k k k k

k k k k k

− +

− +

− − − − − + −

+ + + − + + +

− +

− − 
 

− − 


− − − − − − −
 − − =

 − −


− − − − − − −
 − −
 

Numerodi righe(ecolonne) eliminate pari al numero di vincoli

ad esempio 3: , ,  fino ad ottenere una condizione

intrinsecamente isostatica oppure iperstatica, per cui:

m r s










90

 det 0K  

Introducendo un opportuno insieme di vincoli la 

matrice (ridotta) del sistema diventa invertibile

m
m

r

r

s
s
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Adesso si può risolvere l’incognita degli 

spostamenti ridotti (esclusi i vincoli già noti)

91

       
1

 recuperando i vincoli notiU K F U
−

  = →

Successivamente sono disponibili tutte le componenti di 

soluzione (anche deformazioni e tensioni) in tutti i punti della 

struttura, applicando le funzioni di forma:

 
( , )

( , )
( , )

x e e

y

u x y
N x y U

u x y

 
 =   

 

    
    

eB U

D



 

=

=

Vettore di spostamenti dell’elemento 

estratto dal vettore complessivo di 

spostamenti inizialmente incogniti e 

adesso noti

Determinazione di deformazioni e 

tensioni
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Infine si può ritrovare, per calcolo di rigidezza 

diretto, le reazioni vincolari incognite

92

gdl

gdl

1

2

,1 ,2 ,... ...m m m m m n
m

n

u

u

f k k k k
u

u

 
 
 
   =   
 
 
 
  

Ovviamente il numero di vincoli, e quindi di reazioni vincolari da 

trovare, non può essere soltanto 1 ma sarà maggiore o uguale al 

numero dei gradi di libertà del modello (es.: nel piano 3 e nello 

spazio 6 per corpi singoli)

Incognite 

determinate

Vincolo(i) 

imposto(i)

 Vettore completo U
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La matrice [K′]

• è simmetrica

• ha una struttura “a banda” attorno alla diagonale principale

 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0

.

X X X X

X X X

X X X X

X X X

X X X X

X X X
K

X X X

X X X X

S I M M X X X X

X X X

X X

X

 
 
 
 
 
 
 
 
  =
 
 
 
 
 
 
 
 
  

93

Elaborazione della matrice di rigidezza (ridotta)
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











































X

XX

XXX

XXXX

XXXXX

XXXX

XXX

XXXX

XXXX

XXXXX

XXX

XXXX

00000000000

0000000000

000000000

00000000

0000000

00000000

000000000

00000000

00000000

0000000

000000000

00000000

Esistono alcuni metodi di soluzione del sistema / inv. della 

matrice, uno dei più comuni ed efficienti è il Metodo di 

Eliminazione di Gauss (Gaussian elimination), ovvero rendere il 

sistema triangolare













































XXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXXXX

XXXXXX

XXXXXX

XXXXXX

XXXXX

XXXXXX

XXXXXX

XXXX

XXXX

00000000

0000000

0000000

00000

000000

000000

000000

0000000

000000

000000

00000000

00000000

Finale

94

Iniziale
N.B.: in questo modo non si determina la matrice inversa di [K′] 

ma si ottengono direttamente le incognite {U′}
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











































XXXX

XXXXX

XXXXX

XXXXXXX

XXXXXX

XXXXXX

XXXXXX

XXXXX

XXXXXX

XXXXXX

XXXX

XXXX

00000000

0000000

0000000

00000

000000

000000

000000

0000000

000000

000000

00000000

00000000

Larghezza di banda (“bandwidth”)

2N operazioni (largh.banda) 

95

N.B.: la larghezza di banda dipende dal modo di costruire [K]
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Convergenza: soluzione che tende a quella corretta per 

dimensione EF che tende a zero

Condizioni di convergenza sulle funz.ni di forma

Condizione 1: la f.ne di spostamento deve dare luogo ad una 

deformazione nulla in tutti i punti dell’elemento quando il campo di 

spostamenti nodali corrisponde ad un moto rigido.

i

j

k

e

x
y

96

xi xj xk

yi yj yk

u u u

u u u

= =

= =
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 
11 13 15

11 13 15

11 11 13 13 15 15

0 0 0

0 0 0

B B B

B C C C

C B C B C B

 
 

=
 
  

    eB U =

11 13 15x xi xj xkB u B u B u = + +
11

13

15

j k

k i

i j

y y
B

y y
B

y y
B

−
=



−
=



−
=


0

(stessospostamento ,cancellazione 2a 2)

j k i jk i
x xi xj xk

xi xj xk

y y y yy y
u u u

u u u


− −−

= + + =
  

= =

97

 

xi

yi

xje

yj

xk

yk

u

u

u
U

u

u

u

 
 
 
  

=  
 
 
 
  

Verifica per l’elemento triangolare
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Condizione 2: la f.ne di spostamento deve dare luogo ad un campo di 

deformazione costante in tutti i punti dell’elemento, quando il vettore degli 

spostamenti nodali è compatibile con tale condizione, e le deformazioni 

nell’elemento devono essere uguali a quelle che si otterrebbero dai nodi

i

j

k

e

( )

( )

0xi

xj

k i

xk

j i

u

u u

x x
u u

x x

=

=

−
=

−

98

x
y

( )

( )
(valore comunque costante per l'elemento triangolare lineare,

da verificare che sia il valore corretto)

j k i j i j k ik i k i
x xi xj xk

j i

y y y y y y x xy y y y
u u u u

x x


 − − − −− −
  = + + = +
      −
 

Esempio di verifica:
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( )

( )

( ) ( )

Essendo:

1

det 1

1

si ottiene:

i i

j j j k k j i k i k i j i j

k k

i j k ik i

ik j k i i j i

x

j

ii k

i

j i j i

j k j ii

x y

x y x y x y x y y x x y y x

x y

y y x xy y
u

x x

x y y u
u

x x x x

y x y x y x y x y x y xx



 
 

 = = − − + + −
 
  

 − −−
  = + =
   −
 

− − + − +


=

−

+ −
=

−

i

j

k

x
y

j ix x−

u

Valutando il nodo ,

subisce uno spostamento 

su una lunghezza pari a:

quindi: ( ) / ( )

j i

x j i

j

u

x x

j u x x



−

= −
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x
x

x

u

x



=


x

ux

Discontinuità: →
x

ux

Condizione 3: la f.ne di spostamento deve dare luogo a deformazioni limitate 

all’interfaccia tra elementi diversi.

100

Indeformata

Deformata
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Condizione 3: la f.ne di spostamento deve dare luogo a deformazioni limitate 

all’interfaccia tra elementi diversi.

x
x

u

x



=


x

ux

No discontinuità: valore finito →

x

Indeformata

Deformata
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In generale:

Se le ε* implicano la derivata n-sima della f.ne di spostamento, quest’ultima 

deve essere continua all’interfaccia con Classe di continuità almeno Cn-1

102

x
x

u

x



=


Condizione 3: la f.ne di spostamento deve dare luogo a deformazioni limitate 

all’interfaccia tra elementi diversi.

x
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N.B.: la funzione di spostamento scelta garantisce tale continuità in quanto lo 

spostamento di un punto appartenente ad un lato non dipende dagli 

spostamenti del nodo opposto ed è lineare con gli spostamenti dei nodi ai 

vertici del lato

i

j

k

x

y

N11

1

i

j

k

x

y

N13

1

i

j

k

x

y

N15

1
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Il contributo del nodo i 

sul lato j-k è nullo

Situazione analoga per le altre 

due combinazioni di nodi
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Quindi con elementi triangolari piani si ottiene sempre la continuità, anche 

se con derivate discontinue: C0

u

x

y

104

Su ogni lato il grado di libertà ha 

un andamento lineare, dal valore 

del primo a quello del secondo 

nodo. Quindi è lo stesso fra due 

elementi adiacenti.
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Tensioni (prop. deformazioni)

discontinue nei nodi

Andamento effettivo delle Tensioni

Esatto
EF



x

105

u

x

Esatto
EF

Spostamenti

continui nei nodi
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Esatto
EF



Esatto
EF



Dimensioni elementi

non ottimali

Dimensioni elementi ottimali:

Maggiore infittimento nelle zone di 

elevato gradiente
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x x

Dimensioni ottimali degli elementi

Variazione minore
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u

x

Esatto
EF

Spostamenti

continui nei nodi

- Calcolo dei valori mediati nei nodi (media 

aritmetica)

- Interpolazione dei valori mediati nodali nelle 

zone interne (mediante le funzioni di forma)

107

Oltre all’infittimento che può introdurre l’utente è 

applicata un’operazione di Smoothing alla soluzione 

nodale

Esatto
EF

x


Tensioni (prop. deformazioni)

discontinue nei nodi
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Modello Tensioni σy non mediate Tensioni σy mediate
108

Ansys: Element Solution Ansys: Nodal Solution
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Elementi di ordine superiore

N11
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11
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yxN

2 2
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N x y A B x C y

D x E y F xy
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
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yxN

yxN

yxN
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yxN

yxN

yxN
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Elementi lineari

Elementi quadratici
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x

Esatto
EF

u

Spostamenti

continui nei nodi

Elemento con F.ne di Forma quadratica:

Tensioni lineari

Esatto
EF

x

110

Tendenzialmente la soluzione è più accurata (a parità di dimensione 

dell’elemento), rimangono tuttavia dei casi particolari

Tensioni discontinue nei nodi

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x

Esatto
EF

u

Spostamenti

continui nei nodi

Esatto
EF

x
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Tensioni discontinue nei nodi


Elemento con F.ne di Forma quadratica:

Tensioni lineari

- Calcolo dei valori mediati nei nodi (media 

aritmetica)

- Interpolazione dei valori mediati nodali nelle 

zone interne (mediante le funzioni di forma)
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Carichi distribuiti

   
T

est

P.L.V.:

δ e e

w tL U P L L= + +

Lavoro virt. forze di Area

Lavoro virt. forze di Linea

112

Con elementi 3D i carichi 

distribuiti sono:

di Linea,

di Area,

di Volume.

Nel caso 2D sono:

di Linea,

di Area.

i

j

k

x
y wx

wy

 t

Forze di Area

Forze di Linea

tx

ty

 w

e
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   

   

               

         

T

T

T TT TT

T TT

d δ d

d δ d

δ d δ d δ d

δ d δ d

w

t

e e

w

A A A

e

t

L L

L u w A

L u t L

L u w A U N w A U N w A

L u t L U N t L

=

=

= = =

= =

  

 
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   
T

est δ e e

w tL U P L L= + +

i

j

k

x
y wx

wy

 t

Forze di Area

Forze di Linea

tx

ty

 w

Carichi distribuiti

e



C
d

L
 M

a
g

is
tr

a
le

  
in

 I
n

g
e

g
n

e
ri

a
 M

e
c
c
a
n

ic
a
/

V
e
ic

o
li

Metodi Computazionali per l’Analisi Strutturale – Parte I

© Università di Pisa

       e e e e e

w tP F F K U + + =  

     
T

de

w

A

F N w A=       
T

de

t

L

F N t L= 
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               

   

T T TT T

est

T

int

δ δ d δ d

δ

e e e e

A L

e e e

L U P U N w A U N t L

L U K U

= + +

 =  

 

Si possono sostituire delle forze sui nodi equivalenti alle forze 

distribuite di area e di linea, che esercitano lo stesso lavoro virtuale:
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Le forze distribuite di area e di linea, nodali equivalenti, sono forze esterne 

per la struttura, quindi nell’equazione di equilibrio dei nodi si ritrovano a 

primo membro:

115

       

   

       

*

1

* * *

1 1 1

P.L.V. singolo elemento:

Equilibrio nodi intero modello (forma espansa): 0
E

E E E

e e e e e

w t

n
e

e

n n n
e e e

w t

e e e

P K U F F

F P

F F F K U

=

= = =

 = − − 

− =

 + + =  



  

e si ottiene quindi l’equazione finale, comprensiva delle forze distribuite:

        w tF F F K U+ + =

Si può definire:

       
* *

1 1

E En n
e e

w w t t

e e

F F F F
= =

= = 
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Esempio: carico uniformemente distribuito sul lato di un elemento 

triangolare 

     
T

d

6 1 6 2 2 1

e

t

L

F N t =

  



  







=

151311

151311

000

000

NNN

NNN
N
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i
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Forze di Linea

tx

ty

 
x

y

t
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t

 
=  
 


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 

11,

11,

13,

13,

15,

15,

0

0

0
d

0

0

0

e

t ix

e

t iy

e
xt jxe

t e
yt jy L

e

t kx

e

t ky

Nf

Nf

tNf
F

tNf

Nf

Nf



   
   
   
      

= =     
   

  
  
     



, 11

, 13

, 15

( ) d d

( ) d d

( ) d 0 d

e

t ix x x

L L

e

t jx x x

L L

e

t kx x x

L L

L
f N t t

L

f N t t
L

f N t t


  


  

  

−
= =

= =

= =

 

 

 
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i
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Forze di Linea
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(a)

, 11

, 13

, 15

( ) d d

( ) d d

( ) 0

2

2

0d d

e

t ix x x

L L

e

t jx

x

x x

L L

e

t kx x x

L

x

L

L
f N t t

L

f N t t
L

f t

t

t

L

N

L
t


  


  
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−
= = =

= = =

= = =

 

 

 

(b) (c)

(a)

(b)

(c) , , ,

... analogamente per:

, ,y y

e e e

t i j yt t kf f f

d
d

d
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i

j

k

Carichi nodali equivalenti

119

Le forze distribuite di volume, di area e di linea, anche se inserite come tali 

dall’utente del software, vengono di fatto sostituite da forze nodali equivalenti, 

dato che i nodi sono le uniche entità del modello EF su cui possono essere 

applicati i carichi.

L’equivalenza è in termini di P.L.V., che nel caso “isostatico” si può ottenere 

semplicemente dall’equilibrio.

Controesempi: carico distribuito sul lato con nodo centrale, quindi da ripartire su 

tre nodi; oppure carico distribuito su una linea interna (non coincidente con un 

lato), che coinvolge tutti i 3 nodi.

x
y

i

j

ktx L/2

tx L/2

t y
 L

/2

t y
 L

/2

tx

ty

e


	Diapositiva 1
	Diapositiva 2
	Diapositiva 3
	Diapositiva 4
	Diapositiva 5
	Diapositiva 6
	Diapositiva 7
	Diapositiva 8
	Diapositiva 9
	Diapositiva 10
	Diapositiva 11
	Diapositiva 12
	Diapositiva 13
	Diapositiva 14
	Diapositiva 15
	Diapositiva 16
	Diapositiva 17
	Diapositiva 18
	Diapositiva 19
	Diapositiva 20
	Diapositiva 21
	Diapositiva 22
	Diapositiva 23
	Diapositiva 24
	Diapositiva 25
	Diapositiva 26
	Diapositiva 27
	Diapositiva 28
	Diapositiva 29
	Diapositiva 30
	Diapositiva 31
	Diapositiva 32
	Diapositiva 33
	Diapositiva 34
	Diapositiva 35
	Diapositiva 36
	Diapositiva 37
	Diapositiva 38
	Diapositiva 39
	Diapositiva 40
	Diapositiva 41
	Diapositiva 42
	Diapositiva 43
	Diapositiva 44
	Diapositiva 45
	Diapositiva 46
	Diapositiva 47
	Diapositiva 48
	Diapositiva 49
	Diapositiva 50
	Diapositiva 51
	Diapositiva 52
	Diapositiva 53
	Diapositiva 54
	Diapositiva 55
	Diapositiva 56
	Diapositiva 57
	Diapositiva 58
	Diapositiva 59
	Diapositiva 60
	Diapositiva 61
	Diapositiva 62
	Diapositiva 63
	Diapositiva 64
	Diapositiva 65
	Diapositiva 66
	Diapositiva 67
	Diapositiva 68
	Diapositiva 69
	Diapositiva 70
	Diapositiva 71
	Diapositiva 72
	Diapositiva 73
	Diapositiva 74
	Diapositiva 75
	Diapositiva 76
	Diapositiva 77
	Diapositiva 78
	Diapositiva 79
	Diapositiva 80
	Diapositiva 81
	Diapositiva 82
	Diapositiva 83
	Diapositiva 84
	Diapositiva 85
	Diapositiva 86
	Diapositiva 87
	Diapositiva 88
	Diapositiva 89
	Diapositiva 90
	Diapositiva 91
	Diapositiva 92
	Diapositiva 93
	Diapositiva 94
	Diapositiva 95
	Diapositiva 96
	Diapositiva 97
	Diapositiva 98
	Diapositiva 99
	Diapositiva 100
	Diapositiva 101
	Diapositiva 102
	Diapositiva 103
	Diapositiva 104
	Diapositiva 105
	Diapositiva 106
	Diapositiva 107
	Diapositiva 108
	Diapositiva 109
	Diapositiva 110
	Diapositiva 111
	Diapositiva 112
	Diapositiva 113
	Diapositiva 114
	Diapositiva 115
	Diapositiva 116
	Diapositiva 117
	Diapositiva 118
	Diapositiva 119

