
1

2

M10, 9mm
15mm

0.1mm
20mm
200GPa

d

d

i

g

E

1d

2d

i

/ 2g

/ 2g

3d B

C

i

636kN/mm
2294kN/mm

49.8kN

K

K

F

iF

i

BK
CK

Lez. 8. Serraggio bullone

Teoria analitica, es.: Juvinall



Dettagli non utili, 

elementi tetraedrici Modellazione funzionale, 

elementi esaedrici

Modellazione semplificata bullone



Modellazione CAD

Elemento vite come assieme di tre parti,

mesh per estrusione

Assieme piastre - bullone



ANSYS Workbench

Mesh per estrusione su tutte le parti, mesh size = 3 mm.

Tutti i contatti inizialmente "Bonded"

Materiale default: "Structural steel "



Applicazione del precarico sul bullone

Serraggio per registrazione,

sull’elemento intermedio della vite

Coincide con l’interferenza i

Sist. riferimento, rispetto al 

corpo, per serraggio bullone



Utilizzo della simmetria

Problema a geometria assial-simmetrica. Si sfrutta solo parzialmente

la simmetria del problema, modellando metà geometria

Mesh size inferiore essendo 

minore il volume modellato. 

Es.: 1.5 mm



Utilizzo della simmetria

Problema a geometria assial-simmetrica. Si sfrutta solo parzialmente

la simmetria del problema, modellando metà geometria

Condizione di simmetria, oppure 

spostamento imposto nullo 

secondo la direz. perpendicolare



Vincoli e carichi

Connessione da escludere



Vincoli e carichi

Preserraggio del bullone, vincolo di spostamento remoto (eventuale) 

per eliminare la labilità del sistema



Precarico bullone: ANSYS Wb vs. Juvinall

Volume doppio

tronco-conico

in compressione
Concentrazioni di tensioni 

ed effetto di flessione che 

inducono maggiore 

cedevolezza al sistema



i i(J) 49.8kN (Wb) 37.5kNF F

Minore rigidezza del 

modello EF rispetto a trave, 

cedimento (elastico) di tipo 

flessionale

Precarico bullone: ANSYS Wb vs. Juvinall



Precarico bullone e carico esterno: Juvinall

E 20.0kNF

B C,F F
B

B i E
B C

K
F F F

K K

C
C i E

B C

K
F F F

K K

EF

B (J) 54.1kNF



Precarico bullone e carico esterno

E 10kN (simmetria)
2
F

E 10kN (simmetria)
2
F



C 8.75kN (simmetria)
2
F

Precarico bullone e carico esterno, forza di contatto fra le piastre



0

10000

20000

30000

40000

50000

60000

70000

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000

Fb
, F

c 
[ N

 ]

Fe [ N ]

Fc, Juvinall
Fb, Juvinall
Fc, ANSYS Wb
Fb, ANSYS Wb

Precarico bullone e carico esterno: ANSYS Wb vs. Juvinall

E 20kNF



Precarico bullone, contatto unilaterale (con attrito) fra le piastre



Precarico bullone, distacco piastre
Giustificato contatto piastre solo nella zona circostante il bullone

Distacco

Contatto (Rough)

fra le piastre

ContattoVincolo (Bonded)

fra le piastre



Precarico bullone e carico esterno
eventualmente su Load Step diversi

LoadStep1

LoadStep 2



Step 1

Time 0 s → Time 1 s

Step 2

Time 1 s → Time 2 s

Precarico bullone e carico esterno
eventualmente su Load Step diversi



Precarico e forza 

esterna

Precarico bullone e carico esterno, distacco piastre

Solo precarico 

bullone

Ulteriore 

distacco

Contatto



0

5000

10000

15000

20000

25000

30000

35000

40000

45000

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000

Fb
, F

c 
[ N

 ]

Fe [ N ]

Fc, ANSYS Wb

Fb, ANSYS Wb

Fc, ANSYS Wb cont

Fb, ANSYS Wb cont

Precarico bullone e carico esterno, distacco piastre

Limitato effetto del distacco sul diagramma delle forze

E 20kNF



1. Utilizzo del precarico sul bullone

2. In realtà questo tipo di carico può essere applicato su 

qualunque elemento (eventualmente anche non cilindrico)

3. Confronto con modello analitico, differenza di rigidezza e quindi 

di precarico a registrazione imposta

4. Limitato effetto del contatto chiuso/aperto fra le piastre

Sommario Lez. 8



Esercitazione da svolgere: Giunto a sovrapposizione rivettato
Determinare il momento flettente agente sulla testa all’estremità del rivetto, 

considerando un’azione di precarico sul rivetto

100MPa

i 1800 NF

Vincoli e simmetrie?

Effetto del precarico sulle connessioni?

Semi-modello CAD



Saldatura

Bullonatura

Lez. 9. Bullonatura e saldatura



Contatto fra le 

piastre: “rough”

Modellazione con contatto e precarico del bullone



1. Load (43000 N) → Adjust.

2. Adjust. (8.3166e-2 mm)

t

p

i p t

Verifica bulloneM10
58mm

Classe 8.8, 830 MPa

0.9 43000 N

A
S

F S A

Analisi preliminare per determinare i valori di interferenza dei bulloni



Load-step 1: solo pretensionamento bulloni (Adjust.)

Load-step 2: pretensionamento & carico esterno

Modellazione con contatto e precarico del bullone

Connection: Rough



Load-step 1 Load-step 2

Convergenza della soluzione, facilitata dalla suddivisione in 2 step



Parziale 

separazione

Bulloni 

preserrati

Analisi risultati



Zona di contatto, effetto 

del carico esterno

Zona di contatto, effetto 

del preserraggio bullone

Visualizzazione zone a contatto



f

Verifica:
f p

Criterio di aderenza



Cilindro di rigidezza 

equivalente

Modellazione 

semplificata del bullone

Bonded

Connessione 

soppressa

Modellazione dei bulloni semplificata



c
c i e

b c

t cAderenza: 

kF F F
k k

F F f

c
i e

b c

c
e

b

t

c

ANSYS Wb output:

(precarico bullone, contatto 

(no precarico bul

"rough")

lone, contatto "bonded")k F
k k

kF F
k k

F

cF

tF

eF

Comportamento bullone



Modello ANSYS Wb, vincoli e carichi



Connessione 

da eliminare

Connessioni da escludere



Connessione 

attiva nonostante 

il gioco 

dimensionale

Connessioni da escludere



Connessione bullone, zona contatto flangia

Connessione Bonded:

Zona bullone flangia Sup. / 

Zona bullone flangia Inf



Connessione piastre:

- esclusa (suppressed)

- contatto unilaterale (frictionless) eventualmente con il 

precarico bullone essendo l’analisi non lineare

Connessione Piastra Sup. / Piastra Inf.



Contatto piastre escluso

(Linearità)

Compenetrazione 

piastre

Distacco 

piastre

Risultati: deformata, direzione verticale



Contatto piastre “frictionless”

(No linearità)

NO compen. 

piastre

Risultati: deformata, direzione verticale

Distacco 

piastre



Connessione Piastra Sup. / Piastra Inf. convergenza



Componenti di carico sul bullone più sollecitato
Linearità contatto piastre

Componente di variazione 

rispetto al precarico

(valore piccolo)



Componenti di carico sul bullone più sollecitato
Linearità contatto piastre



2 2
t

2 21399 217 1416 N

x yF F F

c
e

b c

1102 Nz
k

F F
k k

Carichi sulla zona di serraggio del bullone più sollecitato



t

p

i p t

Verifica bulloneM10
58mm

Classe 8.8
830 MPa

0.9 43000 N

A

S

F S A

c
e

b c
i t(43000 1102) 0.2 8380 N

Verifica adere

1416 N

nza OK

F
k

F f
k

F
k

Verifica bullone



Saldatura, cordone d’angolo

Zone bulloni usate 

come vincolo

Semplificazione del modello:

Non è necessaria un’accurata modellazione dei bulloni



Connessione esclusa:

piastra / colonna

Ipotesi cautelativa:

Azioni esclusivamente attraverso il cordone

Connessione 

“bonded”:

- cordone / colonna

- cordone / piastra

Colonna

Piastra

Cordone

Saldatura, cordone d’angolo



Zona su cui fare la 

verifica della sald.

Tensione locale non 

attendibile: raggio di 

raccordo nullo

Saldatura, ricerca della zona più sollecitata



Elemento di cordone

1 - “Imprint Faces” (precedenti versioni di Workbench)

2 - Suddivisione delle superfici o modellazione in più volumi, CAD

Possibilità di 

determinare il carico 

strutturale per unità 

di lunghezza del 

cordone

Modellazione con elemento di cordone



Mesh tetraedri

Modellazione con elemento di cordone
Suddivisione superfici

Elemento di cordone



Elemento di cordone

(a partire dal modello 

CAD)

Modellazione con elemento di cordone
Suddivisione volumi



Eccessiva 

differenza di dim. 

degli elementi
Mesh OK

Mesh esaedri

Modellazione con elemento di cordone
Suddivisione volumi



xF

zF
yF

Componenti di forze sull’elemento di cordone

possibili problemi di accuratezza 

del risultato, causa interazione fra 

connessioni adiacenti



Componenti di forze sull’elemento di cordone
Scelta lato connessione

Sup. Piastra: Target

Superficie estesa ad 

altre connessioni

Sup. El. Cordone: Contact (Source)

No interferenza con altre 

connessioni, risultato più accurato

Valutazione più 

affidabile della 

forza lato 

Contact



ec

ec

ec

750 16MPa
48

317 7 MPa
48

333 7 MPa
48

z

y

x

F
A

F
A

F
A

ec 47.9mmA

xF
zF

yF
Asse del cordone

Verifica della porzione di cordone più sollecitata



16MPa
7 MPa
7 MPa

2 2 2
ad

ad

18MPa 0.85

| | | | 22MPa 0.85

ad

ad

ad

Fe360
160MPa ( 40 mm)

0.85 136MPa
0.85

C.S.: 6.1
| | | |

t

Verifiche secondo la norma CNR 10011-97 (non più in uso)

o normative simili

tot ec/F A



1. Analisi flangia bullonata lineare, isolando solo le zone di 

contatto intorno ai bulloni

2. Modellazione della flangia bullonata, senza applicare il 

precarico ai bulloni, e verifica di aderenza a posteriori

3. Individuazione del punto critico e successiva analisi su 

l’elemento di cordone più sollecitato

4. Verifica di resistenza, secondo normative, dopo aver ottenuto 

le forze sull’elemento di cordone

Sommario Lez. 9



"TankerSchenectady". Con licenza Pubblico dominio tramite 

Wikimedia Commons -

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:TankerSchenectady.jpg#medi

aviewer/File:TankerSchenectady.jpg

"Tooth Interior Fatigue Fracture 1" by Mackaldener - Own work. Licensed 

under Public Domain via Wikimedia Commons -

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tooth_Interior_Fatigue_Fracture_

1.jpg#mediaviewer/File:Tooth_Interior_Fatigue_Fracture_1.jpg

http://www.keytometals.com/

Lez. 10. Meccanica della frattura



Modalità di caricamento di una fessura

Mode I:

Opening

Mode II:

In-plane shear

Mode III:

Out-of-plane shear



Parametri della meccanica della frattura

I II IIIStress Intensity Factor(s)SIFs: , ,

Energy release rate:

Contour integral:

Crack Mouth Opening Displacement CMOD

Crack TipOpening Displacment CTOD

K K K

G

J

Parametri ‘tensionali’

Parametri ‘energetici’

Parametri ‘deformativi’



T.L. Anderson, Fracture Mechanics: 

Fundamentals and Applications

I II IIIStress IntensityFactor(s)SIFs: , ,K K K

Parametri della meccanica della frattura



T.L. Anderson, Fracture Mechanics: 

Fundamentals and Applications

Contour integral:J

Parametri della meccanica della frattura



Equivalenza dei parametri nell’ambito della LEFM:

Linear Elastic Fracture Mechanics

2 2 2
I II III

2
K K KG J

E G

2

III

in cui:
planestress

planestrain
1

2(1 )
( 0 per ilcaso piano)

E E
EE

EG

K

: Modulo di Young
: Rapportodi Poisson
: Modulodi taglio

E

G



Calcolo dei parametri di frattura in ANSYS

J

G

I II III, ,K K K

I II III, , ,J G K K K

I II III, , ,
(solose2/3sononulli,oppuresesiconosconoirapporti)

J G K K K

ANSYS Help



ANSYS APDL, KCALC

ANSYS Help

Scientific Research Publishing Modeling and 

Numerical Simulation of Material Science

Vol.4 No.3(2014), Article ID:47847,8 pages 

DOI:10.4236/mnsms.2014.43014 

Il nodo centrale spostato ad ¼ del lato 

riproduce la singolarità, quindi più 

correttamente il campo di spostamenti.

Dalle componenti di spostamento di questo 

nodo si deducono i tre SIFs



M. Beghini, C. Santus. "An application of the weight function technique to inclined surface cracks under rolling contact fatigue, assessment and 

parametric analysis". Engineering Fracture Mechanics. Vol.98, pp.153–168, 2013. DOI: 10.1016/j.engfracmech.2012.10.024 

ANSYS APDL, KCALC



Calcolo dei parametri di frattura in ANSYS Workbench

Fronte della fessura

Nodi sovrapposti

ma distinti

Nodi midside

non spostati a ¼ 

‘Spiderweb’ mesh

(ANSYS Wb => ANSYS classic)



Calcolo dei parametri di frattura in ANSYS Workbench

Tipo di elemento preferenziale su workbench

quindi no VCCT

Menu postprocessing

Elementi piani

Elementi senza

nodi intermedi



Calcolo dei parametri di frattura in ANSYS Workbench

CINT,SIFS

Integrale di volume con carico esploratore.

In questo modo si ottiene i valori distinti di K 

(I, II, III) per integrazione, analogamente al J-

integral, e non valutando lo spostamento 

puntuale (KCALC).

È sufficiente una mesh più grossolana per 

avere una soluzione adeguatamente accurata



Introduzione della fessura

Inserire il modulo ‘Fracture’ nel 

modello

(funzione attiva soltanto dalla 

versione 14.5 in poi)



Introduzione della fessura

1. È possibile introdurre una fessura ad una geometria solida e creare 

automaticamente l’opportuna distribuzione locale di nodi ed elementi

(N.B.: solo fessura 3D semi-ellittica)

2. Alternativamente si può preparare una mesh già contente la fessura, 

secondo certe regole, con geometria generica e riconoscere il fronte 

(tecnica più laboriosa)



Introduzione della fessura
Preparazione della mesh

Contrariamente all’usuale ricerca di una mesh

strutturata, per introdurre la fessura è necessaria 

una mesh (locale) tetraedrica



Introduzione della fessura
Preparazione della mesh

È utile introdurre un sistema di 

riferimento per infittire localmente 

la mesh

Si introduce una zona di infittimento 

di ingombro sferico



Introduzione della fessura
Posizione e orientamento della fessura

Lo stesso sistema di riferimento  

può essere usato per definire la 

fessura semi-ellittica.

Il centro della fessura andrà a 

coincidere con il centro del 

sistema di riferimento

L’asse X deve essere rivolto 

verso l’interno del componente 

perpendicolarmente alla 

superficie locale

Gli assi X e Z definiscono il piano 

della cricca (Y di conseguenza)

La fessura viene 

identificata dal 

sistema di riferimento



Introduzione della fessura
Parametri che definiscono geometria e mesh

Dir. Z
Dir. X

Buffer Zone

Preview della 

fessura da 

introdurre



Introduzione della fessura
No modifica geometria, solo editing (automatico) della mesh



Introduzione della fessura
Mesh fessura



Vincoli e carichi

Stessi comandi di vincolo/carico e successivo calcolo della soluzione

Esempio ‘semi-spazio’ (half-space) con carico remoto di trazione



Post-processing

Coordinata

curvilinea



Post-processing

32
4 5 6

1

Contorni si integrazione

1

2 ≈3 ≈4…

Solitamente il primo è quello meno 

accurato, gli altri sono quasi coincidenti

Valori tabulari



Caso di studio 1
Half-space, remote load

0

I

I

2mm t
2 mm
100 MPa

ANSYSWb:

(A) 162MPa mm 5.12MPa m

(B) 177 MPa mm 5.60MPa m

a
c

K

K

I

I

Handbook:

(A) 165MPa mm 5.22MPa m
(diff.% 1.9%)

(B) 179MPa mm 5.68MPa m
(diff.% 1.4%)

K

K

S.Al. Laham, Stress Intensity Factor and Limit Load Handbook. 

Issue 2 April 1998. British Energy Generation Ltd for SINTAP. 

0

2mm t
2 mm
100 MPa ( 0, 1...5)i

a
c

i



Caso di studio 2
Cylinder, circumferential internal surface crack

I

Handbook:

(A) 112MPa mm 3.53MPa m
(diff.% 2.3%)

K

0 50 MPa ( 0, 1...5)i bg i

I

ANSYS Wb:

(A) 109MPa mm

3.45MPa m

K

i 50mm
10mm

R
t

S.Al. Laham, Stress Intensity Factor and 

Limit Load Handbook. Issue 2 April 1998. 

British Energy Generation Ltd for SINTAP. 

2mm
4mm

a
c



1. Possibilità di modellare una fessura in ambito 

tridimensionale

2. Semplicità di modellazione FEM, il componente è 

inizialmente modellato in ambiente CAD senza fessura

3. Limitazioni: fessura solo superficiale e semi-ellittica, inoltre 

solo perpendicolare alla superficie

4. Determinazione dei SIFs mediante Integrazione, buona 

accuratezza della soluzione rispetto alla risoluzione del 

modello (numero di nodi/elementi)

Sommario Lez. 10



Esercitazione da svolgere:
Provino cilindrico sollecitato a torsione, fessura inclinata

T 10 N mM

45

Determinare gli SIFs, KI, KI, KIII

Quale di questi è (teoricamente) nullo?

1mm
1mm

a
c



2
0

0

*

*

*
1 2

2 2
1 2

*
1 2

Modellodi Hertz,contatti cilindrici:

( ) 1 ( / )
2

4

1 1 1

1 11

a

a

p x p x a
Pp
a

a K P

RK
E

R R R

E E E

x

( )p x

a a

11mmL

1 1

Materiale 1
,E

2

1Es. 0
R

1R

Contatto fra cilindri, 

modello piano di Hertz

2 2

Materiale 2
,E

Lez. 11. Modellazione contatto non conforme



Elementi di contatto node to node,

CONTA178, 2D/3D

(elementi ‘Gap’) Gap inizialmente

chiuso

Gap 

inizialmente

aperto

Modellazione ANSYS: tipi di elementi di contatto



Elementi CONTACT, 

come punti della 

superficie

Elementi 

TARGET, come 

segmenti  sulla 

superficie

Elementi di contatto node to surface,

TARGET169, CONTACT 175 (2D)

TARGET170, CONTACT 175 (3D)

(elementi ‘Contact & Target’)

Modellazione ANSYS: tipi di elementi di contatto



Elementi 

TARGET, come 

segmenti  sulla 

superficie

Elementi CONTACT, 

come segmenti della 

superficie

Modellazione ANSYS: tipi di elementi di contatto
Tipi di elemento di contatto usati in ANSYS Workbench

Elementi di contatto surface to surface,

TARGET169, CONTACT 171 (2D)

TARGET170, CONTACT 174 (3D)

(elementi ‘Contact & Target’)



Elementi di contatto:

node to surface / surface to surface

Modellazione ANSYS: tipi di elementi di contatto



Elementi di contatto:

node to node / surface (node) to surface

Nodi che rimangono 

candidati a contatto

Scorrimento laterale (sliding) Scorrimento laterale (sliding)

Aggiornamento delle 

corrispondenze 

Contact e TargetNO OK

Modellazione ANSYS: tipi di elementi di contatto



Geometria, infittimento, vincoli e carichi

Vincolo inferiore in 

direzione verticale

Vincoli relativi in 

direzione verticale (CP)

Vincoli di simmetria

Elementi 

Plane182 

(plane strain)Infittimenti 

annidati

Modellazione ANSYS APDL, modello piano



Elementi Contact&Target

Elementi 

Contact

Elementi 

Target

Normale 

uscente

Realizzazione degli elementi Target&Contact mediante il comando esurf

(dopo opportuna selezione dei nodi di superficie)

Coppie di superfici candidate a contatto individuate mediante lo stesso

set di real constant

Modellazione ANSYS APDL, modello piano



Probabile esito di primo tentativo!!!!

Le due coppie di superfici non sono 

individuate inizialmente a contatto 

(nonostante un punto di tangenza!)

Al primo passo di iterazione il sistema 

appare labile

Modellazione ANSYS APDL, modello piano



Necessaria minima interferenza

Set di real contant 2

r,1,0,0,0,0,0,0

rmore,0,0,0,intf

Valore di interferenza imposto 

anche molto piccolo (intf = 0.01)

Modellazione ANSYS APDL, modello piano



… oppure Keyoption 5 (elementi contact):

  ‘No Auto Adjust.’ => ‘Close gap’

Modellazione ANSYS APDL, modello piano

Spostamento (molto piccolo) dei 

nodi per chiudere il gap iniziale



1

MX

Contatto fra cilindro in acciaio su piano in alluminio                          

0
43.157

86.315
129.472

172.63
215.787

258.945
302.102

345.259
388.417

DEC  3 2009
15:59:52

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =1
TIME=1
CONTPRES (AVG)
DMX =.060763
SMX =388.417

Output: pressioni di contatto

Distribuzione pressione di contatto

solo su 2 elementi
Valore atteso: 432 MPa 

Valore ottenuto: 388 MPa

Modellazione ANSYS APDL, modello piano



1

MX

Contatto fra cilindro in acciaio su piano in alluminio                          

0
47.33

94.661
141.991

189.322
236.652

283.982
331.313

378.643
425.973

DEC  3 2009
16:02:01

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUB =1
TIME=1
CONTPRES (AVG)
DMX =.060972
SMX =425.973

Ulteriore infittimento annidato  Migliore risultato pressione di 

     Hertz

Valore atteso: 432 MPa 

Valore ottenuto: 426 MPa

5 elementi a 

contatto

Modellazione ANSYS APDL, modello piano



Porzione anello interno

Rullo cilindricoP

P 2R

1R
L

1 1,E

2 2,E

1

2

1 2

1 2

45.8mm
5.50mm

11mm

200000MPa
0.3

500 N
1000 N
1634 N

R
R
L

E E

P

Modello cuscinetto a rulli in ANSYS Workbench



Modello cuscinetto a rulli in ANSYS Workbench



Forza, in forma tabulare.

Problema “quasi statico”:
4 istanti di calcolo

Il tempo solo come 

sequenza

Modello cuscinetto a rulli in ANSYS Workbench



Contatto, non lineare, senza attrito

Modello cuscinetto a rulli in ANSYS Workbench



Necessità di chiudere i contatti, altrimenti labilità del cilindro

Opzione 1

Interferenza

Opzione 2

Contatto inizialmente chiusi

Modello cuscinetto a rulli in ANSYS Workbench



Mesh: Livello di infittimento inadeguato (contatto)

 Necessità di localizzare l’infittimento

Modello cuscinetto a rulli in ANSYS Workbench



0

Risultatiattesi

, N ,mm ,MPa
1 500 0.051 569
2 1000 0.072 805
3 1634 0.092 1029

time P a p

2
0

0

*

*

*
1 2

2 2
1 2

*
1 2

Modellodi Hertz,contatti cilindrici:

( ) 1 ( / )
2

4

1 1 1

1 11

a

a

p x p x a
Pp
a

a K P

RK
E

R R R

E E E

Modello cuscinetto a rulli in ANSYS Workbench



Necessario infittimento 

molto maggiore

Risultati, valori di pressione

Valore atteso: 1029 MPa 

Valore ottenuto: 450 MPa



Zona di contatto dove 

concentrare l’infittimento

Infittimento mesh locale – Imprint Faces
Versioni precedenti del software



Extrude, Slice Material

 (interfacce di contatto)

Infittimento mesh locale – Slice Material
Versioni precedenti del software



Mesh size: 0.1 mm

Infittimento mesh locale



Risultati, infittimento mesh

Valore atteso: 1029 Mpa

Valore ottenuto: (circa) 1100 MPa 

escludendo gli effetti di bordo



Analisi non lineare (più Load Step)



1. Elementi di contatto Contact  - Target

2. Contatti non conformi, soluzione di Hertz: “impronta di contatto” 
molto limitata, necessario forte infittimento locale

3. Soluzione NON-lineare

4. Applicazioni meccaniche tipiche: Cuscinetti / Ruote dentate

Sommario Lez. 11



t
p

r t

200 N m

/ 2

tan( )

T
TF

D

F F

rF tF

Esercitazione da svolgere: Calcolo tensioni dentatura



1�H

1�V

Materiale omogeneo, isotropo, elastico, lineare.

Parametri di materiale:

Comportamento 

Elastico

1�H

2�H

1�V

1
1

2 1

3 1

E
�V

�H

�H �Q�H

�H �Q�H

� 

�  � �

�  � �

,E �Q

E

Lez. 12. Materiale Elasto-Plastico



Tensione di snervamento

1�H

1�V

Materiale omogeneo, isotropo, elasto-plastico, incrudente.

Comportamento 

Elasto-Plastico

E

TEYS

1 1el 1pl�H �H �H�  � �

1pl�H
1el�H

1
1el

3el 1

3el 1

1pl 2pl 3pl 0

E
�V

�H

�H �Q�H

�H �Q�H

�H �H �H

� 

�  � �

�  � �

�� �� � 



Incrudimento isotropo

Legge di incrudimento

1�V

2�V

�H

�V

E

TEYS YS�c

YS�c��
YS�c�c��

Incrudimento

Scarico elastico

Ampiezza del 

campo elastico 

aumentata

Prova monoassiale



Legge di incrudimento

1�V

2�V

E

TEYS YS�c

Y Y Y2S S S�c�c �c�  � �

Incrudimento

Scarico elastico

Ampiezza del 

campo elastico 

NON aumentata

Incrudimento cinematico

E

Effetto 

Bauschinger

�H

�V

Prova monoassiale



�H

�V

E

YS

Incrudimento bilineare

(totale:elastica plastica)� V � H� � � �

pl�H

�V

YS

pl (solo plastica)� V � H��

Parametri di materiale:

TE

T,plE

Y T, , ,E S E�Q



�H

�V

E

YS

Incrudimento multilineare

(totale:elastica plastica)� V � H� � � �

pl�H

�V

YS

pl (solo plastica)� V � H��

Parametri di materiale:

Y T Y, 1,

Y, 1pl,

, , , tab.:

(tab.: )
i i

i i

E S E S

S

� Q � H

�H

� � � �

��

Y,1 1,1S �H��
Y,2 1,2S �H��

Y,1 1pl,1S �H��
Y,2 1pl,2S �H��



Modello ANSYS Wb prova di trazione
Engineering data: Materiale elastico



Modello prova di trazione



Modello di materiale elastico

( 5s) 500MPa
0.0025

200000MPa
t
E

�V
�H

� 
� � � 

Deformazione elastica

Deformazione plastica nulla



Materiale Elasto-Plastico –BISO (Bilineare ISOtropo)



Materiale Elasto-Plastico - BISO

Y

T

400MPa

5000MPa

S

E

� 

� 



Non-linearità, convergenza iterativa

Superamento limite di snervam. 

solo dopo lo step 4



Verifica modello Elasto-Plastico

Y
Y

max Y
Y max

T

max

400MPa
( ) 0.002

200000MPa

100MPa
( : ) 0.02

5000MPa

0 2 !.0 OK2

S
S

E

S
S

E

� H � V

�V
�H �V �V

�H �H �H

�c � � � � 

��
�' �o � � � 

�c� �� �' � 

100mmL � 

Y

T

400MPa

5000MPa

S

E

� 

� 

�H�c max�H
�H�'

400MPa
500MPa

max

( 5s)
0.022

L t
L

�H
� ' �  

�  �  

( 5s) 2.2mmL t�' � � 

�V

�H

Spostamento assiale

Verifica della deformazione direzionale 

totale:



max

max el pl el

pl max el el

( 5s)

500MPa
0.0025

200000MPa

0.022 0.0025 0.0195 ( )

L t
L

�H

�H �H �H �H

�H �H �H �H

� ' �  
� 

� �� � � 

� �� � �� � 

Componente di deformazione plastica

100mmL � 

pl�H el�H

( 5s) 2.2mmL t�' � � 

max

( 5s)
0.022

L t
L

�H
� ' �  

�  �  

�V

�Hmax�H

Y

T

400MPa

5000MPa

S

E

� 

� 

500MPa

Spostamento assiale

Deformazione plastica direzionale:



el

( 5s) 500MPa
0.0025

200000MPa
t
E

�V
�H

� 
� � � 

pl,eq pl (tensionemonoassiale)� H � H� 

Materiale Elasto-Plastico - BISO

pl max el 0.022 0.0025 0.0195OK!�H �H �H� �� � �� � 

Componente di deformazione elastica

Componente di deformazione plastica (equivalente)

molto maggiore di quella elastica



Incrudimento isotropo

1�V

2�V

�H

�V

E

TEYS YS�c

Scarico elastico

YS

YS�c

Incrudimento isotropo, inversione di carico:

limite di snervamento maggiore

Tensione massima 

in direzione opposta 

maggiore del primo 

snervamento

Prova monoassiale



Stessa deformazione plastica, dopo l’inversione del carico

Incrudimento isotropo, inversione di carico:

limite di snervamento maggiore



max

max

0.022

500 ( 450)
0.022

200000

( 6s)
0.01725 OK!

E

L t
L

�H

�V
� H � H

� 

�' �� ���c�c� �� � ��

� ' �  
�  �  

Y

T

400MPa

5000MPa

S

E

� 

� 

�H�c max�H
�H�c�c

400MPa 500MPa

450MPa

�V

�H

Spostamento assiale

Deformazione totale, dopo l’inversione del carico:

Incrudimento isotropo, inversione di carico:

limite di snervamento maggiore



Materiale Elasto-Plastico –BKIN (Bilineare cinem., KINematic)



1�V

2�V

�H

�V

E

TEYS YS�c

Y Y Y2S S S�c�c �c�  � �

Scarico elastico

Incrudimento cinematico

E

“Contro”-plasticizzazione

Prova monoassiale

Incrudimento cinematico, inversione di carico:

limite di snervamento inferiore



pl max el 0.0195�H �H �H� �� � 

pl�H max�H

500MPa

el�H �H

�V

Deformazione plastica, PRIMA dell’inversione del carico
(stesso risultato rispetto al caso precedente)

Incrudimento cinematico, inversione di carico:

limite di snervamento inferiore



400MPa 500MPa

300MPa��

Y2

800MPa

S � 

pl�H

�H

�V

Stessa deformazione plastica, DOPO l’inversione del carico,
al limite di contro-plasticizzazione

Incrudimento cinematico, inversione di carico:

limite di snervamento inferiore



400MPa 500MPa

300MPa��

pl�H�c

�V

�H

Y2

800MPa

S � 

pl pl
T

( 6s) ( 5s) 350 300
0.0195 0.0095

5000
t t

E
� V � V

� H � H
� �� � ���c� �� � �� � 

Successiva contro-plasticizzazione

Incrudimento cinematico, inversione di carico:

limite di snervamento inferiore



80mm

60mm

10mm

H

h

r

� 

� 

� 

Applicazione: Componente intagliato, materiale Elasto-Plastico
Verifica della regola di Neuber

H

r

h
n�V

2
t

2 n n
t n n

2
t n

Neuber:

( )

K K K

K K K
E E

K
E

� V � H

� V � H

� V � V
� V � V

�V
�V�H

� 

� 

� 



/ 1.33

/ 0.167

H h

r h

� 

� 

t 1.7K � 

Concentrazione delle tensioni (teorico, elastico)



Concentrazione delle tensioni (teorico, elastico) - ANSYS

Symm.

Symm.



t

ANSYS Wb

1.80k � 

Concentrazione delle tensioni (teorico, elastico) - ANSYS



0 0.1 0.2 0.3
0

500

1000

1500

Modello di materiale: Ramberg-Osgood
da cui estrapolare la curva multilineare

0.104

1564MPa

n

H

� 

� 

1
n

E H
� V � V

�H � § � ·�  � �� ¨ � ¸
� © � ¹

el�H pl�H

Y 806MPa (proof stress, 0.2%)S � 

, per descrivere la multilinearei i� H � V

,MPa�V

,mm/mm�H

,1 1 Y

-3
,2 2

-3

pl

pl

pl

pl

,3 3

-3
,4 4

pl
-3

,5 5

MPa

6.047 10 900MPa

17.34 10 1000MPa

70.1

0.0

6 10

80

1150MPa

239.1 10 130 P

5

a

.7

0M

S� H � V

� H � V

� H � V

� H � V

� H � V

� � � 

� �u � 

� �u � 

� �u � 

� �u � 

Solo la componente

di deformazione plastica



Modello di materiale: Ramberg-Osgood



Analisi materiale elasto-plastico
Modello



1(ANSYS) 856 MPa�V � 

Analisi materiale elasto-plastico
Risultati: tensione

Tensione in superficie,

confronto con Neuber

Massima tensione

in profondità



Analisi materiale elasto-plastico
Risultati: deformazione

el pl

el pl,eq

3 3

3

(ANSYS)

(tensionemultiassiale)

4.28 10 4.38 10

8.66 10 mm/mm

�H �H �H

� H � H
� � � �

��

� �� � 

� | � �

� �u �� �u

�  � u

Deformazione elastica

Deformazione plastica



0 0.1 0.2 0.3
0

500

1000

1500

Confronto regola di Neuber

2
t n

t n

( )

1.80 700 MPa

k
E

k

�V
� V � H

�V

� 

�  �  

,MPa�V

,mm/mm�H

3

(Neuber) 877 MPa

(Neuber) 9.06 10 mm/mm

�V

�H ��

� 

�  � u3

(ANSYS) 856 MPa

(ANSYS) 8.66 10 mm/mm

�V

�H ��

� 

�  � u
OK!

5 10 15
x 10

-3

800

850

900

950

,mm/mm�H

,MPa�V

Curva costitutiva materiale

Iperbole di Neuber



1. Tipi di materiale Elatoplastico:

- Bilineare Isotropo, BISO

- Bilineare Cinematico, BKIN

- Multilineare Isotropo, MISO

- Multilineare Cinematico, MKIN

2. KIN: effetto Bauschinger, ISO: no effetto Bauschinger

3. Soluzione NON-lineare

4. Confronto con la regola di Neuber (plane stress)

Sommario Lez. 12



Y

T

Snervamento: 400MPa

Modulo tangente: 100MPa

S

E

� 

� 

BM

Sezione di

snervamento

1 YS�V �� YS
2�V

3 Y 2S� V � V�  � �

Tensione

residua

Esercitazione da svolgere:
Calcolo tensioni residue dopo piegatura di una barra in materiale Elastoplastico



Analisi dinamiche:

- analisi modale

- analisi di risposta armonica

- analisi di transitorio:

- transitorio “lento” (solutore implicito)

- transitorio “rapido” (solutore esplicito)

Lez. 13. Modellazione problemi di dinamica



Gradidi Libertà

(Degreeof Freedom,DoF): 1

Analisi modale: sistemi discreti (a parametri concentrati)

m

k

n

k

m
�Z � 

Gradi di Libertà: 2

m

k

n,1 n,2� Z � Z

k

m

1modo proprio

2 modi propri



Analisi modale: sistemi continui,

es.: trave libera a sezione uniforme

L

d
Gradi di Libertà: �f

n,1Primo modo proprio. Frequenza angolare naturale:�Z

n,2Secondo modo proprio. Frequenza angolare naturale:�Z

Infiniti modi propri:altrettante frequenze naturali



Analisi modale: sistemi continui,

es.: trave libera a sezione uniforme

L

d

Soluzioneanalitica:

2

n,1 1 1

4.730E I

A L
�Z �K�F �K �F

�U
� � � 

2

n,2 2 2

7.853E I

A L
�Z �K�F �K �F

�U
� � � 

2

n,3 3 3

10.996

...

E I

A L
�Z �K�F �P �F

�U
� � � 



Trave libera a sezione uniforme

L

d

Risultati numerici:

-3

2 -1

200000 MPa

20 mm

600 mm

7850 kg m

25.24 m s

E

d

L

E I

A

�U

�P
�U

� 

� 

� 

� 

�  �  

n,12 1

n,1 1 n,1

n,22 1

n,2 2 n,2

n,32 1

n,3 3 n,3

1568rad s 249.6 Hz
2

4323rad s 688.1Hz
2

8477 rad s 1349.1Hz
2

f

f

f

�Z
�Z �K�F

�S
�Z

�Z �K�F
�S

�Z
�Z �K�F

�S

��

��

��

� � � � 

� � � � 

� � � � 



Analisi modale

Modello di materiale

lineare

(es. Structural Steel)



Trave libera a sezione uniforme

Sistema a molti gradi di libertà.

Approssima molto bene i primi modi propri di un sistema continuo.



Trave libera a sezione uniforme

Numero di modi richiesti.

I primi 6 sono i "gradi di labilità"

del sistema (trave libera),

a frequenza naturale nulla.



Trave libera a sezione uniforme

Prime 6 frequenze naturali nulle

n,1

n,1

(ANSYS) 248.9Hz

249.6Hz(risultato analitico)

f

f

� 

� 

248.9 249.6
% 0.3%

249.6
err

��
� � ��



Trave libera a sezione uniforme

n,1(ANSYS) 248.9Hz

Modo proprio associato

f � 

Modo proprio definitoa meno di un fattore di scala.

Il significato dei valori di spostamento è solo relativo



Trave libera a sezione uniforme

Frequenze naturali successive

Modi degeneri o "gemelli"

n,1

n,2

(ANSYS) 248.9Hz

(ANSYS) 682.49Hz

f

f

� 

� 

Modi degeneri o "gemelli"



Modi degeneri –primo modo

n,1(ANSYS) 248.9Hzf � 

n,1(ANSYS) 248.9Hzf � 

Stesso mododi oscillazione

secondo leduedirezioni

nel piano asse trave�A



Modi degeneri –secondo modo

Stesso mododi oscillazione

secondo leduedirezioni

nel piano asse trave�A

n,2 (ANSYS) 682.49Hzf � 

n,2 (ANSYS) 682.49Hzf � 



Primi modi

n,2 (ANSYS) 682.49Hzf � 

n,1(ANSYS) 248.9Hzf � 

n,3(ANSYS) 1327.8Hzf � 

n,4 (ANSYS) 2173.3Hzf � 



Possibile utilizzo della simmetria

Piano di simmetria

Analisi metà modello

& vincolo di simmetria



Primi modi –Simmetrie

n,2 (ANSYS) 682.49Hzf � 

n,1(ANSYS) 248.9Hzf � 

n,3(ANSYS) 1327.8Hzf � 

n,4 (ANSYS) 2173.3Hzf � 

Symm

Simmetria non compatibile con questo

modo di vibrare non simmetrico

( )è possibile r Antisisolve immetr con riae

Symm

Simmetria non compatibile con questo

modo di vibrare non simmetrico

( )è possibile r Antisisolve immetr con riae



Rotore di Jeffcott

Massa albero trascurabile,

albero: solo rigidezza

Discoin mezzeria,

massa:m

Supporti rigidi

Massa:m

Rigidezza albero

in mezzeria

m

k n

k

m
�Z � 

3

48EI
k

L
� 



Rotore di Jeffcott



Rotore di Jeffcott

5 1

1

n

n
n

3.491 10 N m

1.776 kg

443.4 rad s

70.6 Hz
2

k

m

k

m

f

�Z

�Z
�S

��

��

�  � u

� 

�  �  

�  �  n
n (ANSYS) 62.6Hz

2
f

�Z
�S

�  �  



Risposta armonica

m

k

0 cos( )F F t� Z � M�  � �

x

n

0

0
0 2

n

0

Dopo transitorio:

cos( )

(1 )

/

lim

x X t

F
X

k r

r

X
� Z � Z

� Z � M

� Z � Z

�o

�  � �

� 
��

� 

�  � f

n

k

m
�Z � 



Rotore di Jeffcott

Massa:m

n

k

m
�Z � 

3

48EI
k

L
� 

0 cos( )F F t� Z � M�  � �

0

0
0 2

cos( )

(1 )

x X t

F
X

k r

� Z � M�  � �

� 
��



Rotore di Jeffcott



Rotore di Jeffcott



Rotore di Jeffcott

2 50 Hz� Z � S�  � u

0
0 2 1 2

100 N
0.799mm

(1 ) 349.1N mm (1 (50 / 62.6) )

F
X

k r ��� � � 
� � � �



Rotore di Jeffcott

Simulazione forza rotante



Rotore di Jeffcott

Risposta armonica rotante:

sovrapposizione dell'eccitazione 

dei due modi propri, 

con sfasamento relativo di 90°

File.avi



Rotore di Jeffcott

Valore molto prossimo alla

frequenza naturale

Elevatissima amplificazione dinamica

(assenza di smorzamento)



Transitorio dinamico: implicito / esplicito

Implicito

k m

F
x(t)

- stabile per ogni

- inversione matrice non diagonale (massa-rigidezza)

tntn-1 tn+1

t

x(tn-k) noti,

k= 0,1,2,…,n

1

1

1 122
(2 )n nnn

m
x

m
k

t t
F x x��� � � �

��
� § � ·��� ¨ � ¸�'

� ª � º� �� ��
� © � ¹� « � »�'� ¬ � ¼

t�'

t�'



Transitorio dinamico: implicito / esplicito

Esplicito

k m

F
x(t)

- stabile solo per piccolo

- inversione matrice diagonale (solo matrice massa)

tntn-1 tn+1

t
1

2

2

d
( )

d
n

n

nF
x

k x
t

m��� § � ·
�  � �� ¨ � ¸

� © � ¹

tn-1/2 tn+1/2

2

2

1/ 2 1/ 2

d d d

d d d
n

n n n

x x x
t

t t t� � � �

� § � ·�§ �· �§ �·� �� �' � ¨ � ¸�¨ �¸ �¨ �¸
�© �¹ �© �¹ � © � ¹

1

1/ 2

d

d
n n n

n

x
x x t

t
��

��

� § � ·� �� �' � ¨ � ¸
� © � ¹

t�'

t�'

x(tn-k) noti,

k= 0,1,2,…,n



Transitorio dinamico: Implicito

Es.: Pendolo

Periododioscillazione

?T � 



Esempio con corpi rigidi per velocizzare l’analisi

Eventualmente alcuni rigidi, alcuni 

deformabili

(utilizzo corpi rigidi anche in statica).



Connessione corpi rigidi: Joint (NO elementi contact/target)

Gradidi libertà

bloccati
Corpi rigidi, NO mesh

(unico elemento per

ciascuno corpo rigido)



Vincoli e carichi, condizione iniziale

Spostamento remoto

corpi rigidi



Tempo simulazione: Step / Substep

Numero totale di istanti di simulazione

Corrispondenza istanti /

tempo fisico

Definizione singolo istante di simulazione

Numero di substep (in cui suddividere step)

min. e max., suddivisione in substep automatica



Convergenza soluzione, diversi step



Soluzione

Smorzamento numerico (default)

per stabilizzare la soluzione



Soluzione

Smorzamento numerico 0.01

0.8sT � 

1

n

n
n

n

Modello pendolo massa uniformementedistribuita

3
9.81ms 200mm

2

1
0.733s

2
(ANSYS)

g
g L

L

f T
f

T

�Z

�Z
�S

��

�|

� � � 

� � � 

L



Transitorio dinamico: Esplicito (Workbench → ANSYS Explicit STR)

Es.: Urto proiettile –parete piana metallica



Impostazioni analisi

Velocità iniziale, 

prima del contatto

Vincolo parete

150msV ��� 



Impostazioni analisi

Impostazionecontatti:

tutti i corpi a contatto

senza attrito (default)

Tempo di 

simulazione,

molto piccolo (urto),

ok esplicito!

Numero istanti risultati

numero istanti di calcolo

����



Soluzione

Tempo stimato

fine analisi

Istante

soluzione

Tempo

processo

Incremento

tempo

processo

Percentuale

progresso



Risultati: modello materiale elastico

File.avi

Valori di tensione

inaccettabili

(modello di materiale 

elastico)



Risultati: modello materiale elasto-plastico

Densità

(dato utile in dinamica)

Mod. Young

&Poisson

Bilineare, 

incrudimento

isotropico



Risultati: modello materiale elasto-plastico

Tensione equivalente

Pianodi sezione



Risultati: modello materiale elasto-plastico

Deformazione plastica

Pianodi sezione

Elevata deformazione



Risultati: modello materiale elasto-plastico & modello di cedimento

Massima deformazione 

ammissibile
"Erosione" elementi

raggiunta la condizione

di failure (non default)



Risultati: modello materiale elasto-plastico & modello di cedimento

Elementi eliminati



Risultati: modello materiale elasto-plastico & modello di cedimento

180msV ��� 

150msV ��� 

Lacerazione parziale della barriera

Lacerazionecompleta della barriera



1. Tipi di analisi dinamica:

- Modale

- Risposta armonica

- Transitorio (relativamente) lento: solutore implicito

- Transitorio veloce (es. urto): solutore esplicito

2. Limitazione dell’uso della simmetria nella risposta modale

3. Soluzione solo LINEARE per analisi modale e di risposta 

armonica

4. Contatti, non linearità di materiale, eventualmente erosione per 

analisi di transitorio

Sommario Lez. 13



Esercitazione da svolgere:

Calcolo primi modi propri di una ruota palettata (Impeller)

http://grabcad.com/

Determinare la frequenza del primo modo proprio:

- Materiale acciaio

- Materiale alluminio
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